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f4模型真空态间的转换算符
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摘要:  本工作在正则量子化的基础上，对  模型的哈密顿量采取正规序来正规化真空零点能，然后微扰计

算了至次领头阶的真空态修正。同时首次得到可以在  模型的两个真空态之间转换的算符，我们相信这个

算符也是适当极限条件下产生  扭结 (kink)的算符的形式。最后简要说明了真空能的应用。
ϕ4关键词:    模型；真空态；微扰
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1    引言

ϕ4

ϕ4

场论中的非微扰方法是对微扰方法的补充，微扰方

法是在真空附近对场做微扰处理的计算方法，这样当理

论的真空出现简并时，微扰方法会导致我们丢失一些关

于真空对称性的信息。这些信息只能通过非微扰的方法

来得到。例如 1+1维中  理论的孤子解。而要知道孤

子的质量首先需要知道对应的真空的能量，这二者都有

高阶修正。我们工作的最终目标是希望理解杨-米尔斯

理论中的禁闭现象，而直接研究 3+1维量子色动力学

(QCD)中的禁闭太过复杂，但是很多 2维有效理论同样

有禁闭现象，因此我们可以从它们入手来研究禁闭的一

些性质。孤子和杨-米尔斯色禁闭的关系类似于超导理

论中的对偶迈森纳效应，两个孤子之间有可能产生对偶

迈森纳效应，我们希望借此来理解QCD中的禁闭现象。

为了了解量子场论中孤子的产生算符，我们从最简单的

孤子入手，即 1+1维  模型中的扭结。但是一直以来

对于扭结的量子质量修正都有争议，而要知道扭结的质

量就必须要知道真空能量的修正。

ϕ4

ϕ4

非微扰场论的伟大成就之一是计算了   扭结质量

的领头阶修正 [1]。这个理论通过周期盒子以及固定有限

数量的模态来实现正规化。很多人进行过这项计算，然

而因为选用不同的重整化方案，他们得到了很多不同的

结果。文献 [2]中解释了计算结果的分歧来自于领头阶

的修正依赖于重整化方案的选取。研究指出  模型的

正规化和重整化不是必须的 [3]，我们采用正规序的哈密

顿量 [4]，因为不涉及到重整化方案所以有希望能够无异

ϕ4

ϕ4

ϕ4

ϕ4

x0 ϕ4

x0 → ∞
O

议地计算出扭结的质量和扭结态本身。为实现这个目标，

我们首先需要在相同阶微扰计算  的真空态以及它们

的能量，本工作将对  的真空态展开详细的计算，同

时得到从自由真空态到   模型的两个真空态各自的转

换算符，并且在最后将这两个算符拼接得到  模型真

空态间的转换算符。这个转换算符可以用来和我们后续

工作中将要计算得到的中心在  点处的  扭结的产生

算符做对比，我们希望后者在  时会约化到最后

给出的算符  。

ϕ4

ϕ4

必须指出，在这种情况微扰理论不收敛 [5]，因此为

了严格描述  模型，我们必须采用空间截断并且对哈

密顿量进行卷积 [6]。这里不考虑不收敛的问题，因为我

们的最终目的是理解超对称理论，其核心问题中不会遇

到发散的真空能，所以在下文的微扰计算中都不会采用

空间截断。  扭结是一种十分简单的扭结，研究它能

让我们知道如何处理扭结的高阶修正。对于后续的研究，

我们关心的其实是 BPS(Bogomol'nyi，Prasad和 Som-

merfield)扭结的质量。在超对称理论中，玻色子和费

米子对于真空能的贡献是抵消的，所以不会出现圈修正。

类似地，BPS扭结的质量也是完全由超对称代数对应

的中心荷给出。 

ϕ42    自由真空到  真空的变换算符

首先我们给出克莱因-高登理论的拉氏量

L =
1

2
( ∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2, (1)
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m ϕ

|0⟩
这里的  是质量；  是场算符。克莱因-高登理论的真

空态是自由真空，用  表示。

现在我们考虑如下拉氏量

L =
1

2
( ∂µϕ)

2
+

1

4
m2ϕ2 − λ

4
ϕ4 − λ

4
v4

=
1

2
( ∂µϕ)

2 − λ

4
(ϕ2 − v2)

2
, (2)

m λ m
√
2 m

ϕ± v λ ϕ4

v
√

m2

2λ

1 + 1 ϕ λ m2 v

1/v

ϕ4 ϕ = v

ϕ = −v |+v⟩ |−v⟩

这里   和   都是正数，   与传统的质量参数相差一个

  因子，后面我们将会看出  的物理意义是平移后的

场  的质量。  是  相互作用的耦合常数，表示相

互作用的强弱。   是常数   。因为我们讨论的是

 维情形，   是无量纲的，   有量纲   ，   也无量

纲。接下来我们将以  作为微扰展开的系数。在这个

 理论中有两个简并的真空态，它们分别位于  和

 ，我们分别记它们为  和  。

ϕ

a a†

虽然  不是自由场，但是在薛定谔表象我们仍然可

以对它进行傅立叶变换来定义湮灭算符  和产生算符  。

ϕ(x) =
w dp

2π

1√
2ωp

(
ap + a†

−p

)
eipx,

π(x) =
w dp

2π
(−i)

√
ωp

2

(
ap − a†

−p

)
eipx, (3)

p其中：  表示动量，且

ωp =
√
m2 + p2。 (4)

a |0⟩如此定义的  作用在自由真空  上为0。从正则对易关系

[ϕ(x), π(y)] = iδ(x− y), (5)

我们可以得到

[ap, a
†
q] = 2πδ(p− q)。 (6)

δ δ其中  是狄拉克  函数。

|0⟩ |+v⟩
|−v⟩ |+v⟩

现在我们希望找到可以将态   变换到态   或者

  的算符。首先来看态  。 

D2.1    平移算符 

Dα ϕ α平移算符   的作用是把场   的值平移   ，它应当

满足对易关系

[ϕ,Dα] = αDα。 (7)

Dα只有当  有如下形式时

Dα = e−iα
r
dxπ(x) = eα

√
m/2

(
a
†
0−a0

)
, (8)

a0 p = 0 ap

D
对易关系才能满足，这里  是  时  的特殊情形。

需要指出，这里的平移算符   既不是厄米算符也不是

幺正算符。前面提到，我们从一开始就对哈密顿量做正

规序 (将在下面给出正规序的定义)。我们引入平移算符

的目的是对哈密顿量做平移使其可以写成微扰展开的形

式，理由如下：

D容易验证，平移算符   和正规序的算符函数之间

有如下关系

: F
[
π(x), ϕ(x)

]
: Df = Df : F

[
π(x), ϕ(x) + f(x)

]
, (9)

F (π(x), ϕ(x))

a† a

H H ′

其中  是任意的算符函数。::是正规序符号，

它表示将所有的  放置在  左边。将上式用在哈密顿量

 上，我们就能得到平移后的哈密顿量  ，

H ′ = D−vHD−1
−v, 其中D−1

−v = D+v。 (10)

即

H ′ =
w
dx :

1

2
(ϕ′)

2
+

1

2
π2 +

1

2
m2ϕ2+

1

v

m2

2
ϕ3 +

1

v2

m2

8
ϕ4 : , (11)

ϕ′这里以及后面出现的  都表示对空间的求导而非时间。 

2.2    算符的微扰计算

ϕ4利用  的拉氏量，我们可以写出其对应的哈密顿量

Hϕ4 =
w
dx :

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

λ

4
(ϕ2 − v2)

2
:

=
w
dx :

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

1

2
m2(ϕ− v)2+

1

v

m2

2
(ϕ− v)3 +

1

v2

m2

8
(ϕ− v)4 :。 (12)

这里我们已经采用了正规序。现在看另一个哈密顿量

H ′ =
w
dx :

1

2
ϕ′2+

1

2
π2+

1

2
m2ϕ2+

1

v

m2

2
ϕ3+

1

v2

m2

8
ϕ4 :。

(13)

ϕ v

|g1⟩
这两个哈密顿量的区别在于  的场值平移了  。我

们把式 (13)的基态记作  。现在我们有如下关系

|+v⟩ = D+v|g1⟩。 (14)

Dα

|0⟩ |g1⟩
我们已经知道了  ，现在的任务就变为找到一个

把  转换成  的算符。下面开始微扰计算。

首先我们改写式 (13)，

H ′ =
w
dx:

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

1

2
m2ϕ2 :+

1

v

w
dx :

m2

2
ϕ3 : +

1

v2

w
dx :

m2

8
ϕ4 :

=H0 +
1

v
H1 +

1

v2
H2。 (15)

H0

O
(
1
v

)
O
(

1

v2

)  是克莱因-高登场的哈密顿量，后两项分别是一

阶微 扰项  和二阶 微扰项  。因为我们现在

只研究到第二阶，我们微扰地写出如下的薛定谔方程
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[
H0 +

1

v
H1 +

(
1

v

)2

H2

]{
|0⟩+ 1

v
|1⟩+

(
1

v

)2

|2⟩+O

[(
1

v

)3
]}

=

{
E0 +

1

v
E1 +

(
1

v

)2

E2 +O

[(
1

v

)3
]}{

|0⟩+ 1

v
|1⟩+

(
1

v

)2

|2⟩+O

[(
1

v

)3
]}
。 (16)

(
|0⟩+ 1

v
|1⟩+ 1

v2
|2⟩
)

|g1⟩
1
v
≪ 1 v ≫ 1

这里   就是直到第二阶的   。需要

注意这里微扰的适用条件是  ，即  。

|0⟩ |1⟩ |2⟩
|g1⟩

现在我们的任务就是用  来表示  和  。应当注

意的是，为了表达式的简洁，我们并没有对  采取归

一化，我们的归一化方案是

⟨0|0⟩ = 1, ⟨0|1⟩ = ⟨0|2⟩ = ... = ⟨0|n⟩ = 0, (17)

|n⟩ n这里  是第  阶修正。

第0阶

0首先我们看式(16)中只涉及到第  阶项，我们得到的

H0|0⟩ = E0|0⟩。 (18)

H0 =
r dp

2π
ωpa

†
pap ap |0⟩

E0 = 0

因为  ，而其中  作用到  得到 0，所

以  。

第1阶

O
(
1
v

)
然后我们看式 (16)涉及到   这一阶的项，

H0|1⟩+H1|0⟩ = E1|0⟩。 (19)

E0 = 0 |1⟩ H1这里我们用到  。为解出  首先我们要去掉  的

正规序。

H1 =
m2

2

w
dx : ϕ3 :=

m2

2

w
dx

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

ei(p1+p2+p3)x
(
ap1

ap2
ap3

+a†
−p2

ap1
ap3

+a†
−p1

ap2
ap3

+

a†
−p1

a†
−p2

ap3
+ a†

−p3
ap1

ap2
+ a†

−p3
a†
−p2

ap1
+ a†

−p3
a†
−p1

ap2
+ a†

−p3
a†
−p1

a†
−p2

)
。

(20)

然后式 (19)变为

H0|1⟩ = E1|0⟩ −
m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩。 (21)

从式 (21)我们可以知道

E1 = 0, (22)

|1⟩并且  有如下形式

|1⟩ =
w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π
f(p1, p2, p3)a

†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩。 (23)

f(p1, p2, p3) f(p1, p2, p3) |1⟩ H0 =
r dp

2π
ωpa

†
pap这里  是一个待定函数，一旦知道  ，我们就知道了  。因为  ，所以我们有

w dp
2π

ωpa
†
pap

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π
f(p1, p2, p3)a

†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩ =

− m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩。 (24)

f(p1, p2, p3)利用式 (24)可以解出  。

LHS =
w dp

2π

dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π
ωpf(p1, p2, p3)a

†
papa

†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩

=
w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

(
ωp1

+ ωp2
+ ωp3

)
f(p1, p2, p3)a

†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩ = RHS。 (25)

ap |0⟩计算过程中反复用到了式 (6)的对易关系，把  移到最右边后使其可以作用在  上得到0。所以，(
ωp1

+ ωp2
+ ωp3

)
f(p1, p2, p3) = −m2

2

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)。 (26)

然后
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f(p1, p2, p3) = −m2

2

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)。 (27)

故

|1⟩ = −m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
|0⟩。 (28)

第2阶

O
(

1

v2

)现在我们继续往下一阶进行微扰计算。我们现在看

式 (16)中涉及到  这一阶的项，

H0|2⟩+H1|1⟩+H2|0⟩ = E2|0⟩, (29)

改变项的顺序，

H0|2⟩ = E2|0⟩ −H1|1⟩ −H2|0⟩。 (30)

其中

H2 =
m2

8

w
dx: ϕ4 :。 (31)

H2

|0⟩
根据我们一阶计算的经验，我们只需要用到  里的一

项，因为作用到  上后，大部分项都变为0.

H2|0⟩ =
m2

8

w
dx

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

ei(p1+p2+p3+p4)xa†
−p1

a†
−p2

a†
−p3

a†
−p4

|0⟩

=
m2

8

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

2πδ(p1 + p2 + p3 + p4)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
|0⟩。 (32)

H1|1⟩ a†

a† a†

a† a†

E2 a†

现在我们处理最为繁杂的项  。它里面不含 

的项有 1个，含有 2个  的项有 3个，含有 4个  的项

有 3个，含有 6个  的项有 1个。利用不含  的这一项

我们可以算出二阶能量修正  ，利用含有  的这些项

|2⟩我们可以算出  。

H1|1⟩ a†

a†
−p2

ap1
ap3

a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩

现在看  中含有 2个   的这 3 项，这三项实际

上是相等的，只是积分的哑指标不同，所以我们只需要

看其中一项，首先我们计算  。

a†
−p2

ap1
ap3

a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩ =

[
2πδ(p3 − q1)2πδ(p1 − q2)a

†
−p2

a†
q3

+ 2πδ(p3 − q1)2πδ(p1 − q3)a
†
−p2

a†
q2
+

2πδ(p3 − q2)2πδ(p1 − q1)a
†
−p2

a†
q3

+ 2πδ(p3 − q2)2πδ(p1 − q3)a
†
−p2

a†
q1
+

2πδ(p3 − q3)2πδ(p1 − q1)a
†
−p2

a†
q2

+ 2πδ(p3 − q3)2πδ(p1 − q2)a
†
−p2

a†
q1

]
|0⟩。 (33)

H1|1⟩ a†所以在  中含有2个   的项是

− 3× m4

4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωq3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + q3)a
†
−p2

ap1
ap3

a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩

=− 3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωp3

√
2ωp1

√
2ωq3

×

1

ωp3
+ ωp1

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p3 + p1 + q3)a
†
−p2

a†
q3
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq2
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωp3

√
2ωq2

√
2ωp1

×

1

ωp3
+ ωq2

+ ωp1

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p3 + q2 + p1)a
†
−p2

a†
q2
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωp1

√
2ωp3

√
2ωq3

×

1

ωp1
+ ωp3

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p1 + p3 + q3)a
†
−p2

a†
q3
|0⟩−
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3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωp3

√
2ωp1

×

1

ωq1
+ ωp3

+ ωp1

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + p3 + p1)a
†
−p2

a†
q1
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq2
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωp1

√
2ωq2

√
2ωp3

×

1

ωp1
+ ωq2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p1 + q2 + p3)a
†
−p2

a†
q3
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωp1

√
2ωp3

×

1

ωq1
+ ωp1

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + p1 + p3)a
†
−p2

a†
q1
|0⟩−

=
9

2
m4

w dp
2π

dq
2π

1

8ωpωqωp+q

1

ωp + ωq + ωp+q

a†
−qaq|0⟩。 (34)

H1|1⟩ a† a†
−p1

a†
−p2

ap3
a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩现在我们看  中含有4个  的那3项。同样，这三项是相等的，我们只需计算  。

a†
−p1

a†
−p2

ap3
a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩

=
[
2πδ(p3 − q1)a

†
−p1

a†
−p2

a†
q2
a†
q3

+ 2πδ(p3 − q2)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q3

+ 2πδ(p3 − q3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q2

]
|0⟩。 (35)

H1|1⟩ a†所以在  中含有4个   的项是

− 3× m4

4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωq3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + q3)a
†
−p1

a†
−p2

ap3
a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩

=− 3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq2
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωp3

√
2ωq2

√
2ωq3

×

1

ωp3
+ ωq2

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p3 + q2 + q3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q2
a†
q3
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωp3

√
2ωq3

×

1

ωq1
+ ωp3

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + p3 + q3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q3
|0⟩−

3

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωp3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + p3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q2
|0⟩−

=
9

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωp3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + p3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q2
|0⟩。 (36)

H1|1⟩ a†在  中含有6个  的项我们可以直接写出：

− m4

4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωq3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + q3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩。 (37)

现在我们可以改写式 (30)，
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H0|2⟩ =
9

2
m4

w dp
2π

dq
2π

1

8ωpωqωp+q

1

ωp + ωq + ωp+q

a†
−qaq|0⟩+

9

4
m4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωp3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + p3)a
†
−p1

a†
−p2

a†
q1
a†
q2
|0⟩+

m4

4

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1√
2ωq1

√
2ωq2

√
2ωq3

×

1

ωq1
+ ωq2

+ ωq3

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(q1 + q2 + q3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
q1
a†
q2
a†
q3
|0⟩−

m2

8

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

2πδ(p1 + p2 + p3 + p4)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
|0⟩。 (38)

|2⟩所以  应当具有如下形式

|2⟩ =
(w dp1

2π

dp2

2π
g(p1, p2)a

†
p1
a†
p2

+
w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π
h(p1, p2, p3, p4)a

†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
+

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

dp5

2π

dp6

2π
l(p1, p2, p3, p4, p5, p6)a

†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
a†
p5
a†
p6

)
|0⟩。 (39)

g(p1, p2) h(p1, p2, p3, p4) l(p1, p2, p3, p4, p5, p6)将式 (39)代回式 (38)，我们可以解出  ，  和  。然后得到

|2⟩ =
{
9

4
m4

w dp
2π

dq
2π

1

ωp

1

8ωp+qωpωq

1

ωp+q + ωp + ωq

a†
pa

†
−p+

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3
+ ωp4

×[
9

4
m4

w dq
2π

1

2ωq

1

ωp3
+ωp4

+ωq

2πδ(−p1 − p2 + q)2πδ(p3 + p4 + q)− m2

8
2πδ(p1+p2+p3+p4)

]
a†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
+

w dp1...dp6

2π6

m4

4

1

ωp1
+ωp2

+ωp3
+ωp4

+ωp5
+ωp6

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

√
2ωp5

√
2ωp6

1

ωp4
+ ωp5

+ ωp6

×

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p4 + p5 + p6)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
a†
p5
a†
p6

}
|0⟩。

(40)

|g1⟩现在我们得到了直到二阶的  ：

|g1⟩ =

{
1− 1

v

m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
+

1

v2

{
9

4
m4

w dp
2π

dq
2π

1

ωp

1

8ωp+qωpωq

1

ωp+q + ωp + ωq

a†
pa

†
−p+

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3
+ ωp4

×[
9

4
m4

w dq
2π

1

2ωq

1

ωp3
+ωp4

+ωq

2πδ(−p1 − p2 + q)2πδ(p3 + p4 + q)− m2

8
2πδ(p1+p2+p3+p4)

]
a†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
+

w dp1...dp6

2π6

m4

4

1

ωp1
+ωp2

+ωp3
+ωp4

+ωp5
+ωp6

× 1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

√
2ωp5

√
2ωp6

1

ωp4
+ωp5

+ωp6

×

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p4 + p5 + p6)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
a†
p5
a†
p6

}}
|0⟩。

(41)
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O′ |0⟩ ϕ4

|+v⟩ O1 O1 O1 = D+vO′

我们把所有大括号里面的项看作一个算符并记作

 。把我们需要找的算符，即把自由真空  变换为 

真空  的算符记作  ，我们便算出了  ，  。 

3    组合得到最终算符

|−v⟩ ϕ4 Hϕ4为了得到   (另一个   真空态)需要把   写成

另一种形式

Hϕ4 =
w
dx :

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

λ

4
(ϕ2 − v2) :

=
w
dx :

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

1

2
m2(ϕ+ v)2−

1

v

m2

2
(ϕ+ v)3 +

1

v2

m2

8
(ϕ+ v)4 :。 (42)

类似的需要得到

H =
w
dx:

1

2
ϕ′2 +

1

2
π2 +

1

2
m2ϕ2 :−

1

v

w
dx :

m2

2
ϕ3 :+

1

v2

w
dx :

m2

8
ϕ4 : (43)

|g2⟩

|−v⟩ = D−v|g2⟩

|g2⟩ |g1⟩ 1
v

对应的基态。我们把这个基态记作   ，然后有

 。经过几乎与上面相同的计算，直到第

2阶   有着与   几乎相同的表达式 (只是   这一项有

正负号的变化)，

|g2⟩ =

{
1 +

1

v

m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
+

1

v2

{
9

4
m4

w dp
2π

dq
2π

1

ωp

1

8ωp+qωpωq

1

ωp+q + ωp + ωq

a†
pa

†
−p+

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3
+ ωp4

×[
9

4
m4

w dq
2π

1

2ωq

1

ωp3
+ωp4

+ωq

2πδ(−p1 − p2 + q)2πδ(p3 + p4 + q)− m2

8
2πδ(p1+p2+p3+p4)

]
a†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
+

w dp1...dp6

2π6

m4

4

1

ωp1
+ωp2

+ωp3
+ωp4

+ωp5
+ωp6

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

√
2ωp5

√
2ωp6

1

ωp4
+ ωp5

+ ωp6

×

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p4 + p5 + p6)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
a†
p5
a†
p6

}}
|0⟩。

(44)

O′′ |0⟩ |−v⟩
O2 O2 = D−vO′′

我们把大括号中的算符记作  ，记把  变换到  的

算符为  ，于是，  。

ϕ4 |+v⟩
|−v⟩ O |−v⟩ = O|+v⟩

现在我们便得到了把   的一个真空态   变换到

另一个真空态   的算符   (即  )。

O = O2O−1
1 = D−vO′′ (D+vO′)

−1
= D−vO′′O′−1D−v。

(45)

O′ O′′为了简洁我们可以简写  和  ，

O′ = 1− 1

v
A+

1

v2
B, (46)

O′′ = 1 +
1

v
A+

1

v2
B。 (47)

这里

A =
m2

2

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
, (48)

B =
9

4
m4

w dp
2π

dq
2π

1

ωp

1

8ωp+qωpωq

1

ωp+q + ωp + ωq

a†
pa

†
−p+

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

dp4

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3
+ ωp4

×[
9

4
m4

w dq
2π

1

2ωq

1

ωp3
+ωp4

+ωq

2πδ(−p1 − p2 + q)2πδ(p3 + p4 + q)− m2

8
2πδ(p1+p2+p3+p4)

]
a†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
+
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w dp1...dp6

2π6

m4

4

1

ωp1
+ωp2

+ωp3
+ωp4

+ωp5
+ωp6

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

√
2ωp4

√
2ωp5

√
2ωp6

1

ωp4
+ ωp5

+ ωp6

×

2πδ(p1 + p2 + p3)2πδ(p4 + p5 + p6)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
a†
p4
a†
p5
a†
p6
。 (49)

然后，

O′−1 =

(
1− 1

v
A+

1

v2
B
)−1

= 1−
(
−1

v
A+

1

v2
B
)
+

(
−1

v
A+

1

v2
B
)2

= 1 +
1

v
A+

1

v2
(A2 − B)。 (50)

最终得到

O =D−v

(
1 +

1

v
A+

1

v2
B
)[

1 +
1

v
A+

1

v2
(A2 − B)

]
D−v

=D−v

(
1 +

2

v
A+

2

v2
A2

)
D−v

=e−vα
√

m/2
(
a
†
0−a0

)
×

[
1 +

m2

v

w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3
+

m4

2v2

(w dp1

2π

dp2

2π

dp3

2π

1√
2ωp1

√
2ωp2

√
2ωp3

1

ωp1
+ ωp2

+ ωp3

2πδ(p1 + p2 + p3)a
†
p1
a†
p2
a†
p3

)2 ]
× e−vα

√
m/2

(
a
†
0−a0

)
。

(51)

ϕ4 x0

x → −∞ −v

x → ∞ v x0 → ∞ ϕ4

O x0

x ≪ x0 −v

x ≫ x0 v x → ∞
−∞ ∞ x

−v v

ϕ4

本工作的主要动机是提供一个有效的公式来计算

 扭结的高阶修正。如果扭结的中心在  点，并且扭

结的形状因子 [7]在   时的    平滑地过渡到

 时的  ，那我们便可以期望在  时产生 

扭结的算符会约化到   。这是因为中心在   处的扭结

的产生算符会将   处场的真空期望值   变为

  处场的真空期望值  ，而当   时，扭结的

产生算符将从  到   取值的所有  ，即一维全空间

的场的真空期望值从  变为  ，这正对应着本工作找

出的  模型真空态之间的转换算符。 

4    真空能的应用：sine-Gordon孤子质量

的一圈修正

ϕ4

在第 2节我们看到真空能的第 0阶和 1阶修正都为

0，因为本工作的主题是求出  真空态之间的转换算符，

所以并未给出真空能的非零的 2阶修正。不过对于后续

的工作而言，知道真空能的大小是十分必要的，在这里

我们简要地举例说明真空能的应用 [8]。首先给出 sine-

Gordon哈密顿量

H =
w
dxH(x), (52)

H(x) =
1

2
: π(x)π(x) : +

1

2
: ϕ′(x)ϕ′(x) :

− m2

λ
:
{
cos[

√
λϕ(x)]− 1

}
: (53)

|0⟩k
2π√
λ
k

sine-Gordon模型有一系列简并真空，用   来表示真

空期望值为   的真空态，即

k⟨0|ϕ|0⟩k =
2π√
λ
k, k ∈ Z, (54)

E0,sG EK |0⟩k
|K⟩

令  和  为该哈密顿量对应的真空态  和孤子基

态  的本征值

H|0⟩k = E0,sG|0⟩k, H|K⟩ = EK |K⟩, (55)

E0,sG K这里的   是 sine-Gordon模型的真空能，   是 kink

的缩写。孤子的质量由下式定义

MK = EK − E0,sG。 (56)

E0,sG

E0,sG = 0

−0.318 25

Q = −m/π

因此要知道 sine-Gordon孤子的质量必须要首先知

道 sine-Gordon模型的真空能  . 而本工作中所用的

微扰计算的方法正可以给出真空能。在我们考虑质量的

一圈修正的情况下，  。后面的一圈修正的计

算过程中使用了模态展开的方法，在这里我们直接展示

其结果。对得到的质量的一圈修正的表达式数值求解，

得出 sine-Gordon孤子质量的一圈修正为   m，

这和利用 sine-Gordon模型的可积性给出的结果 [9]

 一致。 

5    总结与展望

ϕ4本工作我们做了详细的场论微扰计算，得到了  

模型的真空态以及不同真空态之间的转换算符。利用这
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ϕ4

ϕ4

3 + 1 ϕ4

个  真空态的微扰表达式，我们可以在领头阶量子修

正的基础上 [10]更进一步地计算出 扭结态本身以及它的

质量。作为本工作可能推广的应用，我们注意到Higgs

场有着与  类似的形式，不同之处在于Higgs场是复数

场并且是  维的，因而本文用于计算  模型真空能

和真空态的方法也可以用于Higgs物理中。
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Operator Changing Between Two Vacua of the
f4 Quantum Field Theory
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(1. Institute of Modern Physics, Chinese Academy of Sciences, Lanzhou 730000, China;

2. University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China)

ϕ4

ϕ4

ϕ4

Abstract:  In this note, we normal order the Hamiltonian of     model to regularize the vacuum energy, based on
canonical quantization. We perturbatively calculate the correction of the vacuum state to the second order, mean-
while at the first time get an operator that can change between two vacua of the    quantum field theory. We be-
lieve this operator is at the same time the    kink operator in a certain limit. In the end we give a brief introduc-
tion to the application of the vacuum energy.

ϕ4Key words:    ; vacuum state; perturbation
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