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投影后变分新方法对原子核低激发态的描述

高早春，陈永寿

(中国原子能科学研究院，北京 102413 )

摘要: 对我们近几年发展的投影后变分 (VAP)新方法做了比较全面的介绍。首先介绍了对 JTA投影波函数

的变分计算，指出自旋投影是获得很好壳模型近似的关键因素。基于这一结论，将VAP简化，并推广应用于

所有晕态。即采用基于HF真空态的自旋投影波函数，通过变分，得到了与壳模型结果非常接近的VAP晕态

能量及相应波函数。为进一步描述非晕态，依据柯西交错定理，可靠地对VAP低激发态能量之和进行最小

化。如果这些能量值之和达到极小值，则与该极小对应的各态也就被确定下来。通过VAP计算，所得原子核

非晕态能量与壳模型精确值非常接近。最近，在VAP计算中加入宇称投影，在 psd模型空间中计算了 12C的

正负宇称晕态，同样得到了比较好的壳模型近似。值得指出的是，该方法具有普适性，可广泛应用于不同量

子多体体系的低激发态研究中。
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1 引言

对于一个复杂的量子多体体系，根据量子力学原

理，其能谱及其波函数应通过求解体系的薛定谔方程

而获得。在核结构理论研究中，人们可以通过满空间壳

模型 (SM)计算，给出薛定谔方程的精确本征解，从而

可以全面描述原子核的各种性质。然而，受组态空间限

制，只有采用比较小的价核子模型空间才能够实现满空

间壳模型计算。对于稍大点的模型空间，相应组态空间

变得极其巨大，这将导致壳模型计算需要巨大存储空

间，同时计算量也变得异常庞大，因而精确求解本征波

函数会变得非常困难。为了避免这一困难，人们只能将

组态空间大幅压缩，以便能在当今的计算机上实现壳模

型计算。然而，在这种被压缩的组态空间中进行壳模型

计算，所得波函数及相应能量只能是近似的。很自然，

人们会想尽办法，使得到的近似波函数尽可能接近精确

解。为此，人们提出了各种壳模型方法，如组态空间截

断
[1]
, 量子蒙特卡洛方法

[2–3]
以及VAMPIR方法

[4]
等，

以期得到很好的壳模型近似结果。

理论上，原子核哈密顿量的本征态个数在有限组态

空间里等于这个组态空间的维度数，而在希尔伯特空间

里则为无穷个。然而实验上，所观测的核态往往都是数

目不是很多的低激发态 (包括基态)。因此，在当今的壳

模型计算中，人们往往只算感兴趣的少数低激发态，而

不需要把所有本征态全部算出，这实际上为壳模型计算

节约了大量计算资源。即便这样，基于上述原因，精确

的壳模型计算仍然难以推广至较大的模型空间中，还是

需要采用近似方法精简计算。

在原子核低激发态中，最重要的态当然是处于能量

最低的基态。对于基态的处理，最简单的方法就是平

均场近似。由于原子核由全同费密子构成，其波函数

遵守交换反对称性，因此人们往往采用考虑这种反对

称性的Hartree-Fock(HF)或者更一般的Hartree-Fock-

Bogoliubov(HFB)平均场方法研究原子核的基态性质。

由于其简单性，HF与HFB方法容易推广至整个核区。

恰恰也是由于平均场近似的简单性，其给出的基态

波函数与相同哈密顿量的本征基态往往相去甚远。显

然，平均场波函数需要改进。为此人们根据具体研究的

问题，进一步发展了各种超越平均场方法，如组态混

合，生成坐标法，对称性恢复 (即投影)等方法，以期对

原子核基态乃至低激发态给予更好描述。

由于原子核是一个孤立的量子体系，其哈密顿量应

具有转动不变性和空间反射对称性，相应地，其本征态

具有确定的自旋和宇称，这与实验上每条原子核能级都

有确定自旋和宇称相一致。然而在平均场计算中，这些

对称性往往被破坏，因此，一个自然的改进就是采用投

影方法恢复体系对称性，使得投影的基态平均场波函数

具有确定的自旋和宇称。对于HFB平均场，还有粒子
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数不再是好量子数，这时，需要对HFB波函数做额外的

粒子数投影。

对已经达到自洽的平均场波函数做投影，一般

会得到比平均场更好的波函数，这种做法被称为变

分后投影 (Projection After Variation，PAV)。实际

上，如果能实现直接对投影波函数变分，即投影后变

分 (Variation After Projection，VAP), 会得到比PAV

还好的波函数。尽管与PAV计算比较，VAP计算要复

杂得多，但是后者能给出非常接近壳模型精确解的投影

波函数。由于VAP波函数的这一优越性质，VAP方法

非常值得深入探讨。目前，发展得比较完善的VAP方

法就是 Schmid等
[4]
建立的VAMPIR方法。

近年来，我们采用新的计算技巧
[5]
，提出了与

VAMPIR很不相同的VAP计算方法，得到了很好的

壳模型近似波函数。到目前为止，VAP方法不仅可以

给出很好的近似基态，也能得到很好的近似低激发态。

本文试图将这一新的VAP方法做一较为通俗的介绍，

供同行参考。

2 投影后变分 (VAP)理论及计算

2014年，我们提出了一个普遍公式，用于计算单体

算符和两体算符关于任意HFB真空态之间的矩阵元
[5]
。

这为我们开展超越平均场理论计算提供了很好的理论基

础。在此基础上，我们逐步建立了基于壳模型哈密顿量

的VAP理论及其计算程序。这里分三个小节逐一展开

论述。

2.1 偶偶核基态的VAP计算

在原子核平均场理论中, HFB方法被广泛应用，

并在描述整个核区的粗块性质上取得很大的成功。基

于Gogny力的HFB计算表明，对于所有计算的 1712

个原子核, 其HFB能量极小对应的HFB真空态都具

有轴对称性
[6]
。对HFB真空态做投影，可以得到投

影的HFB 真空态，由此可以开展基于HFB 真空态

的VAP计算。为了检验投影HFB波函数的质量，需

要与相同哈密顿量的本征态作比较。然而很遗憾，

Gogny力 (以及 Skyme力)的本征值求解目前还无法实

现，因此，只能采用可精确求解的壳模型哈密顿量进

行这样的对比。基于壳模型哈密顿量的HFB及其VAP

计算已经有一些前人工作
[4, 7–9]

。最近我们也开展了类

似研究
[10]
。但与前人不同，我们首次实现了 JTA (自

旋即角动量 (J)、同位旋 (T )以及质量数 (A))同时投影

的VAP计算。

对于一个给定的HFB真空态 |Φ⟩，可对其进行投影
以获得有确定 JTA的波函数，

|ΨJTA,MMT
⟩=

∑
KKT

fKKT
PJ
MKPT

MTKT
PA|Φ⟩ ， (1)

其中：PJ
MK , PT

MTKT
和PA 分别是自旋、同位旋以及

质量数投影算符。同位旋投影算符与自旋投影算符形式

一样，不同之处在于前者定义在同位旋空间。

投影波函数 |ΨJTA,MMT
⟩相应的能量为

EJTA = ⟨ΨJTA,MMT
|Ĥ|ΨJTA,MMT

⟩。 (2)

实际上EJTA及相应系数 fKKT
由以下Hill-Wheeler方

程和归一化条件同时确定：∑
KKT

⟨Φ|(Ĥ−EJTA)P
J
K′KPT

K′
TKT

PA|Φ⟩fKKT
=0 ，

(3)∑
K′KK′

TKT

f∗
K′K′

T
fKKT

⟨Φ|PJ
K′KPT

K′
TKT

PA|Φ⟩=1。

(4)

为搞清楚各种投影的作用，我们也可将以上各式中的自

旋投影去掉，只做同位旋 (T )和质量数 (A)投影, 这样

可以得到T,A确定但 J不确定的波函数 |ΨTA,MT
⟩及其

能量ETA，方便与 JTA投影的结果作比较。

改变HFB 真空态，相应各种能量如HFB 能

量EHFB = ⟨Φ|Ĥ|Φ⟩，EJTA以及ETA都会相应改变。

显然每种能量都有各自的极小值。一般而言，这些不同

定义的能量极小对应的HFB真空态是不一样的。

为 方 便 对HFB 真 空 态 进 行 变 分， 我 们 采

用Thouless公式
[11]
表示HFB真空态 |Φ⟩,

|Φ⟩=N e
1
2

∑
µν dµνa

†
µa

†
ν |Φ0⟩, (5)

其中 |Φ0⟩为随机选取的初始HFB真空态，在整个VAP

计算中固定不变。 |Φ⟩通过Thouless参数 dµν 唯一确

定。N 是归一化因子。为方便推导，我们简记

A†
µν = a†µa

†
ν 。 (6)

特别注意一点，a†µ对应的真空态是 |Φ0⟩而不是 |Φ⟩。
为简化计算，我们对HFB真空态 |Φ0⟩和 |Φ⟩加以下约
束：(1) 具有时间反演对称性；(2)全部 dµν 均为实数；

(3) 在HFB变换中，不考虑质子与中子之间的混合；

(4) 具有绕 z−轴转 180◦ 对称性，从而确保四极矩分

量Q2±1 =0。

我们采用USDB相互作用
[12]
，对 sd壳偶偶核的

基态进行了系统的VAP计算，得到了每个核的EHFB，
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EJTA以及ETA 的能量极小值，如图 1所示。我们看

到，EHFB-ESM普遍处于较高位置，说明HFB 平均

场与壳模型结果相差很远。ETA稍低，说明TA投影

对HFB波函数有改进，但是与壳模型波函数相差还是

比较大，结果也并不理想。进一步考虑自旋投影，我

们看到EJTA一下子非常接近壳模型能量ESM。我们

自然会想到这样好的近似应该是自旋投影导致的。为

验证这一点，我们直接采用HF真空态，并且只做自

旋投影，得到投影的HF能量EPHF, 通过VAP计算得

到EPHF 的极小值。该能量也显示于图 1中。我们看

到EPHF在EJTA之上，但仍比ETA更显著接近壳模

型能量。这些结果明确告诉我们，自旋投影是获得很好

壳模型近似的关键因素。由于这个原因，就很容易理解

包含自旋投影的一些核理论模型会比较成功，如投影壳

模型
[13]
。

图 1 (在 线 彩 图) 计 算 的EHFB， EJTA， ETA以

及EPHF能量极小值与壳模型精确值ESM之差，所

有结果均采用USDB相互作用

前面提及各种能量极小对应的平均场是不同的。为

对所得平均场有一直观认识，我们利用下式提取了平均

场的四极矩Q和 γ自由度，

Qcosγ= ⟨Ψ |
√

16π

5

r2

b2
Y20|Ψ⟩ ， (7)

Qsinγ= ⟨Ψ |
√

16π

5

r2

b2
1√
2
(Y22+Y2−2)|Ψ⟩。 (8)

这里 |Ψ⟩代表某种形式的内禀态。由于波函数 |ΨTA,MT
⟩

没有做自旋投影，也可视为内禀态。当 |Ψ⟩= |ΨTA,MT
⟩

时记相应Q和 γ为QTA和 γTA。我们将图 1中各能量

对应的Q,γ值作于图 2中。由图 2明显看出，在没有自

旋投影的计算中，即图 2(a)和 (b)的结果，所得形状

几乎都是轴对称的 (γ = 0◦或 60◦)，这与HFB的计算

结果
[6]
一致。有趣的是，一旦引入自旋投影，如图 2(c)

和 (d)的结果，所有计算的原子核都变成非轴对称的

了。看起来，由自旋投影导致的三轴形变是个普遍现

象。需要指出的是，这种现象在以往的三轴自旋投影的

计算中也出现过，如文献[14–15], 但在这里我们通过变

分给出能量极小的形变，更加明确了这一结论。

图 2 (在线彩图)与图 1各能量极小对应的Q∗,γ∗值
星号表示对应能量达到极小，取自文献[10]。

2.2 任意晕态的VAP计算

在上一节的VAP计算中，我们采用了HFB平均

场。如果把所有 JTA量子数全部投影出来，需要计算 7

重积分 (自旋 J投影 3维，同位旋T 投影 3维，质量数A

投影 1维)，计算量非常大。在VAMPIR方法中，则是

将自旋 J、质子数Z 和中子数N 作投影，也需要 5重

积分，计算量仍然很大。另一方面，由上节讨论我们

已经知道，自旋投影是获得很好壳模型近似的关键因

素。为此，我们开展了一种更简单的VAP计算，即采

用HF真空态，只做自旋投影。这就只需 3重积分，计

算量大大削减。即便如此简单的VAP计算，我们给出

的基态EPHF能量与壳模型基态能量之差均不超过 1.5

MeV (见图 1)。这一很好结果使我们有信心将基于HF

真空态的VAP应用于 J > 0的晕态计算中。

需要指出的是，上节采用的HF真空态实际上具有

时间反演对称性。这不利于将VAP计算推广至奇粒子
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体系，如奇A核和奇奇核。同时，也不利于计算偶偶核

的奇自旋态。采用时间反演对称的非轴对称真空态，虽

然也可以投影出偶偶核的 3+,5+等态，并且这些态一般

被看作K = 2的 γ带成员，但是，很难把所有偶偶核奇

自旋晕态看成是 γ带成员，例如当K = 1带中的 3+,5+

态能量最低时。此外，1+态根本不能从时间反演对称

的真空态中产生出来。为了能将VAP计算推广至任意

原子核的晕态，这里将对HF真空态不作任何约束。即

时间反演对称性破缺，dµν可为复数，即

dµν =xµν+iyµν ， (9)

其中xµν 与 yµν 均为实数。此外，HF真空态也不具

有绕 z−轴转 180◦对称性。在这种情况下，四极矩分

量Q2±1一般不为零，从这样的HF平均场提取形变比

较麻烦，这里暂不讨论，而只专注研究VAP波函数的

近似性。

我们首先介绍任意HF真空态的构建方法。本质上，

HF真空态是HFB真空态的特殊形式。在价核子模型空

间里，记单粒子球形谐振子基为 |i⟩ ≡ |Nljm⟩。相应的
产生消灭算符分别为 c†i 和 ci。采用Ring和Schuck的教

科书写法
[11]
，HFB变换可写为 c

c†

=

 U V ∗

V U∗

 β

β†

 。 (10)

最简单的HFB变换就是让U = I，V = 0。I表示单位

矩阵。这时HFB真空态就是真实的真空态，记为 |0⟩。
显然有 ci|0⟩ = 0。基于这一最简单变换，我们将U，

V 的前n列进行互换，得到新的U，V 矩阵。这时对应

的真空态记为 |Φ00⟩ ≡
∏n

i=1 c
†
i |0⟩，即前n个 |i⟩轨道被

占据的 Slater行列式。相应的准粒子产生算符形式变为

β†
00,µ =

c†µ, 若 µ>n

cµ, 若 µ6n
。 (11)

基于 |Φ00⟩态，我们可以利用Thouless公式构建一个任

意的初始HF态 |Φ0⟩，

|Φ0⟩=N0e
1
2

∑
µν d0,µνβ

†
00,µβ

†
00,ν |Φ00⟩。 (12)

为了确保粒子数不被破坏，上式中，有些 d0,µν必须保

持永远为零。事实上，由式(11)，只有当µ>n且 ν 6n,

或者µ6n且 ν >n时，d0,µν才可以不为零。结合 d0,µν

的反对称性，容易得到非零的独立 d0,µν 的个数DVAP

可由下式算出，

DVAP =N ∗(MN −N)+Z ∗(MZ−Z), (13)

其中MN ,MZ分别为单中子单质子模型空间维度数。让

非零 d0,µν随机取值，由式 (12)即可产生粒子数与 |Φ00⟩
相同的随机 |Φ0⟩HF真空态。 |Φ0⟩即为我们进行变分的
出发点。有了 |Φ0⟩，采用Thouless公式 (5)就能得到可

变的HF真空态 |Φ⟩。注意对式 (5)中的非零 dµν的约束

与 d0,µν完全一样，以确保 |Φ⟩也是HF真空态。因此非

零 dµν的个数也由公式 (13)给出。不同之处为 d0,µν随

机确定，即变分的出发点随机选取，而 dµν作为变分参

数，最后由变分能量取极小得到。显然，最后变分收敛

的能量极小值不应依赖出发点 |Φ0⟩的选取。
有了 |Φ⟩，我们就可以建立相应的只有自旋投影的

如下Hill-Wheeler方程，∑
K

(HK′K −EJNK′K)fK =0 (14)

及归一化条件∑
K′K

f∗
K′fKNK′K =1 ， (15)

其中

HK′K = ⟨Φ|ĤP J
K′K |Φ⟩ ， (16)

NK′K = ⟨Φ|PJ
K′K |Φ⟩。 (17)

求解上面方程得到若干能量EJ及相应 fK，即波函数

|ΨJ,M ⟩=
∑
K

fKPJ
MK |Φ⟩。 (18)

对于晕态描述，我们只取其中最低的能量EJ 及其相应

波函数 |ΨJ,M ⟩。
显然，如上节讨论一样，EJ及 |ΨJ,M ⟩随 |Φ⟩变化。

自然地，我们需要通过改变 |Φ⟩，找到EJ 的极小值，

即做投影后变分 (VAP)计算。在具体VAP计算中，为

了提升计算效率，需要同时知道EJ 随 |Φ⟩变化的情
况，即梯度∇EJ。∇EJ的分量实际上就是偏导数

∂EJ

∂xµν

和 ∂EJ

∂yµν

，具体计算公式为
[16]

∂EJ

∂xµν
=

∑
K′K [f∗

K′fK(∂HK′K

∂xµν

−EJ
∂NK′K

∂xµν

)]

⟨ΨJ,M |ΨJ,M ⟩ 。

(19)

其中

∂HK′K

∂xµν
= ⟨Φ|ĤP J

K′KA†
µν |Φ⟩+⟨Φ|AµνĤP J

K′K |Φ⟩−

2HK′KRe⟨Φ|A†
µν |Φ⟩, (20)

∂NK′K

∂xµν
= ⟨Φ|PJ

K′KA†
µν |Φ⟩+⟨Φ|AµνP

J
K′K |Φ⟩−

2NK′KRe⟨Φ|A†
µν |Φ⟩。 (21)
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把xµν换为 yµν，即可算出
∂EJ

∂yµν

，这时需要用到公式

∂HK′K

∂yµν
=i(⟨Φ|ĤPJ

K′KA†
µν |Φ⟩−⟨Φ|AµνĤPJ

K′K |Φ⟩)+

2HK′KIm⟨Φ|A†
µν |Φ⟩, (22)

∂NK′K

∂yµν
=i(⟨Φ|PJ

K′KA†
µν |Φ⟩−⟨Φ|AµνP

J
K′K |Φ⟩)+

2NK′KIm⟨Φ|A†
µν |Φ⟩。 (23)

有了能量EJ 及其梯度∇EJ，似乎就可以采用

如BFGS等准牛顿法迭代求EJ 的极小了。这个办法

在上节的VAP计算中似乎还比较奏效。然而在时间反

演对称性破缺下，采用这种方法进行VAP计算，其收

敛速度非常缓慢，有时根本不收敛。在目前没有其他

办法的情况下，我们不得不考虑计算EJ 的Hessian矩

阵。

在一个多元函数的泰勒展开式中，一次项系数为

梯度的分量，二次项系数即为Hessian矩阵元，也就是

函数的二阶偏导数。理论上，如果函数值达到极小，则

此时Hessian矩阵是正定或半正定的。如果是正定的，

则极小点是唯一的。如果是半正定的，则极小点不唯

一。我们将要看到，VAP收敛后，Hessian是半正定的，

表明极小点不唯一，这极可能是准牛顿法在VAP计算

中不太奏效的原因所在，因为在准牛顿法中，一般假

定Hessian是正定的。

对Hessian矩阵的计算比梯度计算要复杂得多，基

本思路是对式 (19)再进行一次偏导。受篇幅限制详细过

程见文献[16]。有了EJ的Hessian矩阵，我们可以采用

严格的信赖区域牛顿法进行VAP迭代计算了
[17]
。

这里仍然采用UDSB相互作用，对若干 sd壳原子

核的晕态进行了VAP计算。由于选取的HF真空态具

有一般性，因此也可用于描述奇A核和奇奇核。因此，

当前的VAP可以用于统一描述偶偶核，奇A核和奇

奇核的晕态。实际上，我们计算了 24Mg, 25Mg, 26Mg

和 26Al这四个代表性原子核，结果如图 3所示。

从图 3可以看出VAP能量非常接近壳模型能量。

这再次表明，自旋 (角动量)投影是获得很好壳模型近似

的关键因素。能量接近精确解，往往其对应的波函数也

具有很好的近似性。采用与VAP能量对应的VAP波函

数，用于计算B(E2)，所得结果与壳模型结果如图 4所

示。可以看出VAP给出的B(E2)跃迁矩阵元与壳模型

结果也十分接近。

本节最后讨论一下能量EJ 的Hessian矩阵。数学

上，Hessian矩阵的正定性质由其本征值正负号直观得

到。由图 5 可以看出，在初始 HF 态处，所得 Hessian

图 3 (在线彩图)计算的VAP能量与壳模型能量的比

较，采用的相互作用为USDB，取自文献[16]

图 4 (在线彩图)由图 3对应的波函数计算的值B(E2)，

取自文献[16]

图 5 (在线彩图) 24Mg基态投影能量的Hessian本征值

黑色点表示VAP 初始Hessian 的本征值；红色点表

示VAP收敛后Hessian本征值；取自文献[16]。



· 434 · 原 子 核 物 理 评 论 第 35卷

矩阵的本征值有正有负，表明在非极小处Hessian是个

不定矩阵。这与准牛顿法中假定Hessian正定的情形很

不相同。当VAP能量收敛后，对应的Hessian矩阵渐渐

趋近于半正定了。

2.3 任意非晕态的VAP新算法

VAP对原子核晕态的很好描述使我们有信心将其

推广至描述非晕态。在这之前，VAMPIR方法已经采

用Gram-Schmidt正交化方法实现了对原子核非晕态的

描述。为方便与我们的工作进行比较，这里简单介绍一

下Gram-Schmidt正交化处理方法。对于基态，我们用

试探波函数 |Φ1⟩描述，对 |Φ1⟩变分使能量期望值

E1 =
⟨Φ1|Ĥ|Φ1⟩
⟨Φ1|Φ1⟩

(24)

取极小。这个极小值就是理论给出的基态能量。对于第

一激发态，我们需要用第二个试探波函数 |Φ2⟩描述。如
果仿照基态做法直接求 ⟨Φ2|Ĥ|Φ2⟩的能量极小值，则必
然又会回到基态，而得不到第一激发态的信息。这源

于没有考虑 |Φ1⟩与 |Φ2⟩的正交性。采用Gram-Schmidt

正交化方法，即将 |Φ2⟩中，与 |Φ1⟩重叠的部分去掉，剩
下的部分就是

|Ψ2⟩= |Φ2⟩−⟨Φ1|Φ2⟩|Φ1⟩。 (25)

显然我们有 ⟨Φ1|Ψ2⟩=0。固定 |Φ1⟩，对 |Φ2⟩变分，求

E2 =
⟨Ψ2|Ĥ|Ψ2⟩
⟨Ψ2|Ψ2⟩

(26)

极小，就可以得到第一激发态能量，并将 |Ψ2⟩作为第一
激发态波函数。为方便推导，我们记

|Ψ1⟩= |Φ1⟩。 (27)

依此类推，我们固定前n−1个 |Φi⟩，对 |Φn⟩进行变分
得到第n−1个激发态能量

En =
⟨Ψn|Ĥ|Ψn⟩
⟨Ψn|Ψn⟩

， (28)

其中

|Ψn⟩= |Φn⟩−
n−1∑
i=1

⟨Φi|Φn⟩|Φi⟩。 (29)

若试探波函数 |Φi⟩ 取为一个投影的HFB 真空态，

则以上过程就是EXCITED VAMPIR
[4]
方法。为

了更进一步改进波函数， |Φi⟩也可取为若干投
影HFB真空态的线性叠加，这就是EXCITED FED

VAMPIR(EFV)
[4, 18]

方法的基本思路。

显然在VAMPIR激发态的计算中，迭代过程的每

一步都不可避免地要进行Gram-Schmidt正交化处理，

在计算的核态较多时会越来越麻烦。这里我们并不打算

采取以上思路开展VAP计算，而是提出了一套完全不

同的全新算法
[19]
。该方法基于矩阵理论中的柯西交错

定理，将所考虑的低激发态同时进行变分，并同时得到

所有低激发态。各态的正交性由求解Hill-Wheeler方程

得到保证。

首先介绍一下柯西交错定理。记任意n阶厄密矩

阵An的本征态为µ1 6 µ2 · · · 6 µn，任意m阶厄密矩

阵Bm的本征态为λ1 6 λ2 · · ·6 λm。设厄密矩阵An基

于Bn−1构建而成

An =

 Bn−1 y

y† a

 ， (30)

其中：a是一个任意实数；y是一个任意n−1维复数矢

量，则有如下柯西交错定理
[20]
：

µ1 6λ1 6 · · ·µj 6λj 6µj+1 · · ·λn−1 6µn 。 (31)

反复利用柯西交错定理，可以得到以下结

论：对于任意厄密矩阵An 的主子矩阵 (Principle

submatrix)Bm，有如下关系，

µj 6λj 6µj+n−m (16 j6m)。 (32)

由于幺正变换不改变厄密矩阵的本征值，以上结

论很容易推广为庞加莱分离定理 (Poincaré separation

theorem)
[20]
：假定厄密矩阵An定义在一个n维空间

里，在该空间取m个正交归一复矢量u1,u2, ...um，由

此构建一个m阶厄密矩阵Bm如下：

(Bm)ij =u†
i (An)uj ， (33)

则我们仍然有不等式 (32)成立。

更一般的情形下，若矢量u1,u2, ...,um彼此不是正

交归一的，但假定它们还是彼此独立 (若有冗余矢量去

掉即可)，例如此处将要采用的投影波函数，则一般要

去求解如下广义本征方程

m∑
j=1

[(Bm)ij−λk(Nm)ij ]f
k
j =0 ， (34)

其中(Bm)ij = u†
i (An)uj，(Nm)ij = u†

iuj。为了求解

式 (34)，首先要对角化Nm，得到

m∑
j=1

(Nm)ijR
k
j =nkR

k
i ， (35)
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其中nk > 0 和Rk (k = 1,2, ...,m) 分别是Nm 的本

征值和本征矢。由此，我们可以在非正交归一矢

量u1,u2, ...,um张开的子空间中构造一套正交归一的

新矢量 v1,v2, ...,vm。

vk =
m∑
i=1

Rk
i ui√
nk
。 (36)

这样，我们又可以构造一个新的厄密矩阵Cm，其矩

阵元为 (Cm)ij = v†i (An)vj。容易证明，式 (34)的本征

值与Cm的完全相同。通常，我们就是通过对角化Cm

得到λk 的。根据庞加莱分离定理得知，不等式关系

式 (32)此时仍然成立。

对于给定的哈密顿量 Ĥ，满空间壳模型精确解记

为 e1 6 e2 6 · · ·。这里，假定我们只对最低m个核态感

兴趣。实际上，壳模型也只计算少数低激发态。在所有

近似壳模型计算中，人们总是希望能找到一个合适的组

态子空间，使所得近似能量尽可能接近精确解。记在某

子空间中壳模型近似能量为E1 6E2 · · ·6Em，由柯西

交错定理及庞加莱分离定理，总有

Ej > ej (16 j6m)。 (37)

故，我们可以定义非负能量差

δEj =Ej−ej > 0 (38)

以及 δEj之和

∆E=
m∑

j=1

δEj =
m∑

j=1

Ej−
m∑

j=1

ej 。 (39)

若∆E = 0，必有所有的 δEj = 0，即有Ej = ej。

这意味着我们得到了壳模型的精确解。但在壳模型近似

计算中通常∆E > 0，显然，我们期望选取最优化的壳

模型子空间，使∆E的值越小越好。当∆E达到最小值

时，所有m个近似低激发态也就同时被确定下来。这

些态的近似性好坏只能通过与壳模型直接比较才能得到

检验。

我们注意到，对于给定的哈密顿量 Ĥ，其本征值 ei

是确定不变的，即等式 (39)右侧第二项是个常数。由

此可知，求∆E 的极小值等价于求这m个最低能量

和
∑m

j=1Ej的极小值。事实上，对后者求极小值更为实

际，因为在大多数情况下，ej无法得到。为方便起见，

记近似能量之和为

Sm =

m∑
j=1

Ej 。 (40)

壳模型子空间基矢的选取方式灵活，这里我们仍然

沿用上节投影HF真空态。但如果只选取一个投影HF

真空态显然不够，我们需要若干个 (记为n个)独立的投

影HF真空态，将其作为基矢构造一个维数不太大的组

态子空间，以足够同时描述m个低激发态。在这个组

态子空间里，原子核波函数可写成如下形式：

|ΨJM ⟩=
n∑

k=1

J∑
K=−J

fKkP
J
MK |Φk⟩ ， (41)

其中 |Φk⟩为互不相同的HF真空态，由指标 k 区分。

|Φk⟩的构造方式与上节完全相同。
对于一组给定的 |Φk⟩真空态，可以建立相应的Hill-

Wheeler方程∑
Kk

(HK′k′,Kk−ENK′k′,Kk)fKk =0 (42)

及归一化条件∑
K′k′,Kk

f∗
K′k′fKkNK′k′,Kk =1 ， (43)

其中

HK′k′,Kk= ⟨Φk′
|ĤPJ

K′K |Φk⟩ ， (44)

NK′k′,Kk= ⟨Φk′
|PJ

K′K |Φk⟩。 (45)

求解方程 (42), 可以得到能量E1 6E2 6 · · · 及相应
波函数 |Ψ1

JM ⟩, |Ψ2
JM ⟩, · · ·。显然这些能量随选取的 |Φk⟩

变化而相应变化。我们需要找到一组这样的 |Φk⟩态，使
得Sm取极小值。在VAP计算中，与上节讨论类似，数

值上也需要计算Sm的梯度及Hessian
[16, 19]

，以保证迭

代稳定，且快速收敛。

我们首先尝试最简单的VAP非晕态计算，即取两

个独立的HF真空态 (n = 2)，计算两个最低能量E1

和E2(m = 2)。仍然采用UDSB 相互作用，还是计

算 24Mg, 25Mg, 26Mg和 26Al这 4个原子核，但需要更

多地算出次晕态能量，结果如图 6所示。容易看出无论

是晕态还是次晕态，VAP能量与壳模型能量非常接近，

初步验证了新方法的有效性。更细致的比较发现VAP

能量Ej 与壳模型能量 ej 之间的确存在确定的Ej > ej

关系，数值上验证了柯西交错定理及庞加莱分离定理的

有效性。

在实际应用中，仅仅计算两个最低核态往往不

够，为此我们尝试选取 10个不同的HF真空态，同时

计算 10个相同自旋的低激发态, 这里只算 0+态。我们

对 sd壳偶偶核的 10个最低 0+态进行了系统的VAP计
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算，并与相应壳模型结果进行了比较，结果如图 7所

示。可以清楚地看出，无论是较低激发态还是较高激发

态，VAP都能给出很好的近似结果。更细致的比较表

明Ej > ej关系依然成立。

图 6 (在线彩图)计算的VAP晕态和次晕态能量与相应

壳模型能量的比较

采用的相互作用为USDB。取自文献[19]。

图 7 (在线彩图) sd壳偶偶核最低 10个 0+态的VAP能

量与相应壳模型能量的比较

采用的相互作用为USDB。取自文献[19]。

最后，我们将新算法与VAMPIR算法作个简单

比较。采用两个独立的HF真空态 (n = 2)计算 24Mg

的 0+ 基态 (m = 1)。壳模型计算给出精确的基态能

量为−87.104 MeV。在我们的VAP计算中，同时对两

个HF真空态变分，得到收敛的能量极小为−87.039

MeV。若采用VAMPIR算法，则首先对第一个HF真

空态变分，得到能量极小为−86.936 MeV。固定这个

已获得的HF真空态，再加入第二个HF真空态，并对

这第二个HF真空态进行变分，所得能量极小进一步

降低至−87.008 MeV。可以看出，VAMPIR得到的能

量高于我们的VAP能量−87.039 MeV，表明VAMPIR

算法给出的波函数并不是最优化的。有趣的是，如果将

第二个所得HF真空态固定，回头再对第一个HF真空

态变分，我们发现能量极小居然又进一步降为−87.015

MeV。很显然，VAMPIR的这一问题，来源于基矢波

函数是一个接一个先后加进来的，这是该模型的一个先

天缺陷。在包含激发态的计算中，VAMPIR的这种非

最优化现象同样存在。而在我们的VAP算法中，基矢

波函数同时变分，从而得到了最充分的优化。

2.4 VAP新算法在 psd壳中的应用

以上VAP计算仅限于一个主大壳，即 sd壳。这在

很多实际问题的分析中肯定不够，因而需要进一步扩展

模型空间。最近，我们又将VAP模型空间作了进一步

扩展，即将 sd壳扩展为 psd壳，也就是包含N =1,2两

个主大壳。

由于包含多个主大壳，会带来两个问题。其一，

HF真空态的空间反射对称性可能会被破坏，宇称不再

是好量子数；其二，需要处理质心问题。

对于前一个问题，必须对HF真空态作自旋投影的

同时，还要进行宇称投影。这时VAP波函数形式为

|Ψπ
J,M ⟩=

∑
K

fKPJ
MKPπ|Φ⟩ ， (46)

其中Pπ = 1
2 (1+πP̂ )为宇称投影算符，P̂ 为宇称算符，

π = ±1为宇称量子数。由于宇称投影的加入，VAP的

计算量会额外增加一倍。

对于质心问题，我们采用文献[21]中的做法，即在

原壳模型哈密顿量HSM上加一质心谐振子项。即我们

采用如下哈密顿量进行壳模型计算，

H =HSM+β

{
P̂ 2

2M
+

1

2
Mω2R2− 3

2
~ω

}
， (47)

其中：M =Am为体系总质量；m为核子质量；A为质

量数；P̂ =
∑A

i=1 p̂i为总动量算符；R̂=
∑A

i=1 ri

A 为质心

坐标。如果β取一足够大的数，这将从能量上有效降低

质心运动波函数与原子核内部运动波函数的混杂。

我们以定义在 psd壳的哈密顿量PSDMK
[22]
为例

开展VAP计算。作为初步应用，对每组自旋宇称，取

两个独立的HF真空态 (n = 2)，并且仅计算能量最

低态，即只计算晕态 (m = 1)。我们计算了 12C的自

旋 J 6 4的晕态，所得结果如图 8所示。计算中已经考

虑了质心修正，并取式 (47)中的β=10。由图可见，采

用两个投影的HF真空态描述 12C的晕态，还是可以给

出较好的壳模型近似。显然，如果图 8的VAP近似还
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达不到要求，则可以进一步增加HF真空态数n以得到

更好的壳模型近似。

图 8 (在线彩图) 12C 正负宇称晕态的VAP能量与相应

壳模型能量的比较

采用的相互作用为PSDMK。

3 总结

本文将近几年来我们逐步建立的投影后变分 (VAP)

新方法做了比较系统的阐述。首先，作为初步尝试，开

展了偶偶核基态的VAP计算，平均场选取为HFB真空

态。我们得出两个主要结论：(1)角动量投影是获得很

好壳模型近似的关键因素；(2)在平均场框架下，原子

核形状普遍具有轴对称性，但在VAP框架下，原子核

形状则普遍具有非轴对称性。基于以上结论，我们将平

均场选取为更简单的HF真空态(即Slater行列式，SD)。

对于HF真空态，粒子数是好量子数，故只须对其做角

动量投影，这就省去了 VAMPIR计算中必需的粒子数

投影。考虑时间反演对称性破缺，VAP可以计算各种

原子核的转晕态，其结果与壳模型非常接近。为了完

善VAP计算，需要将VAP扩展至非转晕激发态的计

算。我们基于柯西交错定理，提出了计算原子核任意低

激发态的新算法。计算结果表明，所得原子核激发态能

量都非常接近相应壳模型精确解。最近，我们将模型空

间进一步扩展至多个大壳。通过引入宇称投影，实现了

同一核中正负宇称态的完整描述。至此，我们的VAP

方法可以计算原子核的所有各种低激发态。

需要指出，不等式 (37)是在纯数学定理基础上推出

来的，与具体物理没有任何关系。因此，这里介绍的新

方法应该具有普遍性，可应用于各种量子多体体系的理

论计算中，例如量子化学中多电子体系
[23]
等。

此外，利用不等式 (37)计算低激发态，对试探波函

数的形式也没有任何限制。虽然本文采用的波函数为

投影的HF真空态，但是，也可以根据实际问题研究的

方便，灵活采用其他形式的试探波函数，例如不做投影

的HF真空态。如果采用若干未做投影的HF真空态，并

同时进行变分，利用不等式 (37)也可以同时得到量子多

体体系的低激发态。这实际上就是将HF方法进一步发

展为可以计算低激发态的又一类超越平均场方法。目前

我们还没有基于这一方法开展实际计算，但是期待它能

够在重核区中得到实际应用。
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New Variation After Projection Calculations for
Low-lying Nuclear States

GAO Zaochun1), CHEN Yongshou

(China Institute of Atomic Energy, Beijing 102413, China )

Abstract: We present a comprehensive introduction in our newly developed Variation After Projection (VAP)

calculations for the low-lying nuclear states. First, we discussed the VAP calculation with a fully JTA-projected

wavefunction for the ground state in even-even nucleus. This leads to the conclusion that the spin projection plays

a key role in obtaining a good shell model approximation. With this conclusion, we simplified the VAP with a

time-odd Hartree-Fock mean field, on which only spin projection is required. Due to the time reversal symmetry

breaking, this VAP now can be applied to the yrast states in all kinds of nuclei. It turns out that our VAP yrast

energies as well as the corresponding VAP wavefunctions are very close the exact ones from the full shell model

calculations. Such good approximation encourages us to extend the VAP calculations further to the non-yrast

nuclear states. For this purpose, we proposed a new algorithm in our VAP based on the Cauchy’s interlacing

theorem. This theorem ensures that the sum of the calculated lowest projected energies with the same quantum

numbers can be safely minimized. After minimization, all the calculated states can be determined simultaneously.

Again, all the calculated VAP energies are very close to the exact shell model results. Recently, we have added

the parity projection into the VAP, and the yrast states with both parity in 12C have been calculated in the psd

model space. This time, we still have good shell model approximation for both parity states. Finally, we should

point out that the present algorithm should be applicable to the low-lying states in different quantum many-body

systems.

Key words: Cauchy’s interlacing theorem; variation after projection; low-lying states; shell model; USDB

interaction
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