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量子非欧姆阻尼环境中的重核熔合概率及热核裂变速率
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摘要: 考虑处于量子非欧姆阻尼环境下的重核熔合及热核裂变系统的动力学，给出了数值模拟相应 c数量子

广义朗之万方程的方法。其中提出的产生任意关联量子色噪声的数值方法，适用于任意非马尔科夫过程噪声

的产生。利用此方法计算了重核熔合概率，结果表明量子涨落对重核熔合具有“低抬高压”的效应：当粒子

的初始动能小于 (大于)临界初始动能时，量子涨落会增大 (减小)粒子鞍点通过概率。非欧姆阻尼环境中粒子

稳定通过概率随 δ值的变化是非单调的，且当粒子初始动能小于 (大于)临界初始动能，量子涨落会使稳定通

过概率随 δ值变化曲线的极大值位置向右 (向左)漂移。此外，在热核裂变系统中，超欧姆阻尼环境会增大裂

变速率，而量子涨落不仅显著增大裂变速率，还使裂变速率随 δ值变化曲线的极大值位置发生漂移。
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1 引言

原子核大振幅集体运动, 例如重离子熔合反应和受

激复合核裂变，可以把表征核表面形状变化的宏观参数

处理为布朗粒子的集体坐标，而将内部的核子子系统作

为热浴[1−3]。原子核集体运动能量本身存在耗散，同时

实验观测到裂变碎片动能的有限方差说明涨落也会对集

体运动变量产生影响。通过引入阻尼和随机力，便可以

描述原子核集体运动的耗散和涨落，两者间满足涨落耗

散定理。因此，可以利用福克普朗克方程或是朗之万方

程来研究原子核运动动力学[4−6]。通常对原子核动力学

的处理限于经典情况下的马尔科夫极限，然而由于原子

核系统具备费米液体特性，费米面形变将会导致原子核

运动具有记忆效应[7]。此外，若原子核快变变量构成的

是复杂的量子环境，对所要研究的原子核集体运动具有

记忆阻尼影响[8]。考虑系统记忆阻尼效应的一个有效方

案是引入非欧姆阻尼模型[9−12]，它可以很好地描述从

欠欧姆到超欧姆的记忆阻尼现象以及从欠扩散到超扩散

的反常扩散机制。

重离子熔合反应从接触态到形成复合核的过程，由

于熔合与准裂变的竞争，物理上最为复杂而动力学上是

最值得研究的。在近垒能量情况下，热翻越机制与量子

涨落共存[13]。众所周知，对于丰中子炮弹轰击靶核的

热熔合重离子反应，经典模型给出的熔合截面结果在近

垒能量区比实验值偏小，所以很有必要将低温量子效应

加进来。量子涨落效应同样会对跨越温度以上的核裂变

速率产生影响[14]。考虑量子动力学最简单的途径是量

子朗之万方程，首先要对以算符形式表述的量子噪声实

施量子平均而使其成为 c数方程，模拟的关键则是如何

产生符合系统要求的量子噪声。

本文拟通过提出量子噪声产生方法，模拟 c数量子

广义郎之万方程，探究考虑了记忆阻尼效应的重核熔合

概率及热核裂变速率。第 2节将简述 c数量子广义朗之

万方程[15−18]；第 3节给出量子噪声的产生方法；第 4

节通过讨论粒子通过一个倒谐振子势鞍点的概率，探究

量子涨落对重核熔合概率的影响；第 5节讨论量子涨落

对热核裂变速率的影响；最后，对全文进行总结。

2 c数量子广义朗之万方程

我们从系统加热库的量子耗散模型出发，前者代表

核形变集体运动，后者是核内禀核子的统计，两者耦合

给出系统受到的摩擦和涨落，其总哈密顿量为

Ĥ =
p̂2

2M
+V (q̂)+

n∑
i=1

[
p̂2α
2mα

+
1

2
mαω

2
α

(
q̂α−

cα
mαω2

α
q̂
)2

]
,

(1)

其中：q̂和 p̂分别是系统的位置 (两碰撞核质心距)、动
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量算符；{q̂α, p̂α}是一系列内禀核子的位置、动量算
符；cα是相应的耦合系数。位置与动量算符遵循如下

的对易关系：[q̂, p̂] = i~，[q̂α, p̂α] = i~δαβ。消除内禀

核子自由度，我们得到算符形式的量子广义朗之万方

程 (QGLE)：

M ¨̂q(t)+M

∫t
0
dt′γ

(
t− t′

)
˙̂q
(
t′
)
+V ′(q̂)= F̂ (t) ， (2)

其中 γ(t)是记忆阻尼核，F̂ (t)是噪声算符，其可以通过

一个合适的内禀核子位置动量的初始正则分布来定义。

为了得到 c数QGLE，我们首先对方程(2)进行量子

力学平均：

M⟨¨̂q(t)⟩+M

∫t
0
dt′γ

(
t− t′

)
⟨ ˙̂q

(
t′
)
⟩+

⟨
V ′ (q̂)

⟩
= ⟨F̂ (t)⟩，

(3)

⟨· · · ⟩表示系统与内禀核子的初始态量子平均。方
程(3)两边同时加上V ′(⟨q̂⟩)项，得到

Mq̈(t)+M

∫t
0
dt′γ

(
t− t′

)
q̇
(
t′
)
+V ′(q)= f (t)+Q(t) ，

(4)

在这里，⟨q̂(t)⟩= q(t), ⟨F̂ (t)⟩= f(t), 且Q(t) = V ′(q)−
⟨V ′(q̂)⟩表示对经典势的量子修正[17−18]。

下面引入内禀核子的谱函数：

J (ω)≡ π

2

N∑
α=1

c2α
mαωα

δ (ω−ωα)。 (5)

当N →∞，可以将 J(ω)处理成连续变化。对于非欧姆

阻尼环境，

J (ω)=Mγω

(
|ω|
ω̃

)δ−1

fc

(
−|ω|

ωc

)
， (6)

其中：ω̃是参考频率；fc(−|ω|/ωc)是截断函数，在这

里用指数函数 exp(−|ω|/ωc)作为截断，截断函数的选

择并不影响噪声的低频行为和系统长时极限的结果。非

欧姆阻尼环境中的自由粒子方均位移长时间后正比于时

间的分数次幂：⟨q2(t)⟩∝ tδ。0<δ< 1 和1<δ< 2 分别

是欠欧姆和超欧姆阻尼情况，两者的自由粒子长时结果

分别对应欠扩散和超扩散。δ = 1 是欧姆阻尼情况，对

应白噪声诱发的正常扩散现象。阻尼核函数 γ(t)可表示

为

γ (t)=Θ(t)
1

M

2

π

∫∞
0

J (ω)

ω
cos(ωt)dω。 (7)

方程(4)中，f(t)表示有效 c数噪声，满足 ⟨f⟩s = 0和量

子涨落耗散定理⟨
f (t)f

(
t′
)⟩

s
=

~
π

∫∞
0
J (ω)coth

(
~ω

2kBT

)
cosω

(
t− t′

)
dω。

(8)

这里，⟨· · · ⟩s表示系综平均。相应的 c数量子噪声谱密

度为

χ̃(ω)≡
∫∞
−∞

dt⟨f (t)f (0)⟩s cosωt

=~coth
(

~ω
2kBT

)
J(ω)。 (9)

高温极限下，方程(9)将过渡到经典结论

χ̃cl(ω)= 2kBT
J(ω)

ω
。 (10)

方程(4)为经典与量子朗之万方程之间的关系提供了简

单的解释。与经典情形相比，量子效应体现在两个方

面：(1) 量子涨落所带来的 c数量子噪声 f(t)；(2)对非

线性势的量子修正Q(t)。

3 量子噪声产生方法

对于广义朗之万方程的数值算法，一般采用引入中

间变量的方式，由白噪声产生色噪声的同时消除记忆阻

尼积分，得到马尔可夫方程组，这对色噪声的关联形式

有所要求。为了产生任意关联的色噪声，提出了一种谱

方法，该方法只需要知道噪声的谱或是关联函数。

根据式(8)和(9)，傅里叶空间中的 c数量子噪声的

关联函数可写为⟨
f (ω)f

(
ω′)⟩

s
=2πχ̃(ω)δ

(
ω+ω′) 。 (11)

以时间间隔∆t将时间离散化，离散时间格点数为N =

2n。用希腊字母角标表示傅里叶空间间隔，方程(11)的

离散形式为

⟨fµfν⟩s =N∆tχ̃µδµ,N−ν 。 (12)

可以在离散傅里叶空间中产生一个高斯分布的噪声

序列[19]

fµ =
√
N∆tχ̃µαµ ， (13)

其中µ=0,1, . . . ,N−1, αµ是均值为零的高斯随机数，

且满足 ⟨αµαν⟩= δµ,N−ν。欲实现这种关联，可由以下

方法产生αµ：

α0 = a0 ，

αN
2
= b0 ，

αµ = 1√
2
(aµ+ibµ) ， (14)

αN−µ = 1√
2
(aµ− ibµ) ，

µ=1,2, · · · ,N/2−1 ，

aµ和 bµ是相互独立、均值为零、方差为 1的高斯随机

数。
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对序列 fµ作离散傅里叶逆变换，就得到了符合关

联要求的色噪声序列。考虑到离散傅里叶变换的对称

性，对于同一条随机轨道，最多只用一个噪声序列的一

半。为了减少计算量，一个噪声序列可以分成前后两

半，分别用于两个随机轨道。

对于经典情况，根据经典噪声谱函数式(10)，只需

将式(13)变为

fcl
µ =

√
N∆tχ̃cl

µαµ 。 (15)

便可以得到任意关联的经典色噪声。

值得注意的是，上述方法应用范围并不限于非欧姆

阻尼环境，而是能产生任意关联的量子色噪声。得到了

满足关联要求的量子噪声序列后，便可以应用二阶龙格

库塔算法来数值模拟方程(4)。

4 重核熔合概率

对于重核熔合这类近位垒熔合情况，可将原

子核初始位置设在接近鞍点的位置，势在鞍点处

展开，保留到二次项，进而形成一个倒谐振子势：

V (q) = −1
2Mω2

bq
2，以粒子越过倒谐振子势鞍点的通

过概率稳定值作为重核熔合概率。基于此假设，方

程(4)右边的Q(t) 项消失，故而我们只需关注 c数量子

噪声对粒子在倒谐振子势中通过概率的影响。

方程(4)也可通过拉普拉斯变换法进行求解。考虑

到噪声是高斯型，且对于倒谐振子势方程(4)是线性的，

粒子任意时刻在位置空间中的分布密度函数可以写

作[20]：

W (q, t;q0,v0, t=0)=
1√

2πσq(t)
exp

(
− [q−⟨q(t)⟩]2

2σ2
q(t)

)
.

(16)

式中粒子的位置平均值及方差为

⟨q(t)⟩=
[
1+ω2

b

∫t
0
Φδ(t

′)dt′
]
q0+Φδ(t)

p0
M

, (17)

σ2
q(t)=

2

M2

∫t
0
dt1

∫t1
0
dt2Φδ(t− t1)Φδ(t− t2)

×⟨f (t1)f (t2)⟩s , (18)

其中， q0和 p0 分别是粒子的初始位置和动量。

响应函数Φδ(t) 的拉普拉斯变换形式为 Φ̂δ(z) =[
z2+zγ̂(z)−ω2

b

]−1
，阻尼核函数的拉普拉斯变换形式

为

γ̂(z)=

∫∞
0

γ(t)exp(−zt)dt=
2γω̃1−δz

π

[
πzδ−2 cos

(
δπ

2
+

z

ωc

)
csc(δπ)+ωδ−2

c Γ (δ−2)1F2

(
1;

3−δ

2
,
4−δ

2
;− z2

4ω2
c

)]
。

(19)

应用留数定理求解，得到响应函数的完全表达式：

Φδ(t)=
Asin(δπ)

π

∫∞
0

rδ cos
(

δπ
2 − r

ωc

)
exp(−rt)dr

ρ2+A2r2δ cos2
(

δπ
2 − r

ωc

)
+2Aρrδ cos

(
δπ
2 − r

ωc

)
cos(δπ)

+
3∑

k=1

exp(zkt)

2zk

[
1+B1F2

(
2; 3−δ

2 , 4−δ
2 ;− z2

k

4ω2
c

)]
+

Azδ−1
k

ωc

[
ωcδ cos

(
δπ
2 + zk

ωc

)
−zk sin

(
δπ
2 + zk

ωc

)] ， (20)

其中

ρ= r2+Br21F2

(
1;

3−δ

2
,
4−δ

2
;− r2

4ω2
c

)
−ω2

b ，A=
2γω̃1−δ

sinδπ
, B=

2γ

πωc

(
ω̃

ωc

)1−δ

Γ (δ−2) 。

式(20)中，zk (k= 1,2,3)是方程 z2+zγ̂(z)−ω2
b = 0的根。对于 0< δ < 2且δ ̸= 1的情况，将复平面沿负实轴割开，

方程有一个实根 aM及一对复根
[21−23]。

倒谐振子势中粒子鞍点通过概率随时间的变化：

Ppass(t;q0,p0, t=0)=

∫∞
0

W (q, t;q0,p0, t=0)dq=
1

2
erfc

(
− ⟨q(t)⟩√

2σq(t)

)
。 (21)

定义系统在接触点的临界动能Kc = p2c/2M，当 粒子在接触点的初始动能为临界动能时，将有一半
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的概率通过势垒，即通过概率Ppass = 0.5。长时极限

下 ⟨x(t → ∞)⟩ = 0，由式(17)可知 pc = −Mω2
bq0/aM，

其中 aM是 zk的唯一正根。接触点势能与复合核基态势

能之差Vb =Mω2
bq

2
0/2，则Kc =Vbω

2
b/a

2
M。

用 5×105个试验粒子来刻画一个粒子的鞍点通过

概率，并将模拟结果与解析结果式(21)进行比较。图 1

显示了粒子初始动能大于、等于及小于粒子临界动

能，三种情况下粒子通过概率随时间的变化，同时比

较了超欧姆及欠欧姆两种阻尼环境下结果的不同。在

这里，我们取非欧姆阻尼模型参数为 γδ = 2.0 MeV/~，
ω̃ = 1.0 MeV/~，ωc = 10.0MeV/~，环境温度T =

0.2 MeV。所有试验粒子从 q0处出发，且满足势垒高

度为2 MeV/~，势频率ωb = 2.0 MeV/~，经计算可
知 δ = 0.5 和 δ = 1.5两种情况下粒子的临界初始动能分

别为Kc =6.6 MeV 和Kc =4.7 MeV。

图 1中的模拟结果与解析结果符合得很好，说明我

图 1 (在线彩图)不同δ值及初始动能K0条件下粒子鞍点通过概率随时间的变化

实线和虚线分别表示解析和数值结果，黑线和红线分别表示经典和量子结果。

们的模拟方法是成功的。可以看出，量子涨落对粒子通

过概率有两种截然相反的影响。当粒子的初始动能小

于临界初始动能时，粒子平均位置不能通过鞍点，然而

量子涨落通过增强粒子扩散增大了粒子通过位垒的概

率，从而增大了粒子的鞍点通过概率；相反，当粒子的

初始动能大于临界初始动能时，粒子平均位置可以通过

鞍点，量子涨落会通过增强粒子扩散使得通过鞍点的粒

子有更大的概率退回其原所在位垒的一侧，从而减小粒

子鞍点通过概率。也就是说，量子效应增强了扩散，而

扩散会帮助低速粒子越过鞍点，减弱高速粒子的定向输

运。我们将其总结为量子涨落对重核熔合具有“低抬高

压”的效应。对于 1<δ< 2的超欧姆阻尼环境，粒子通

过概率随时间增加达到最终稳定值。而在 0<δ< 1的欠

欧姆阻尼环境中，粒子通过概率先是随时间迅速到达一

个极大值，再缓慢减小到最终稳定值。这是由于在欠欧

姆阻尼环境中粒子通过位垒前，其概率密度分布宽度随

时间的增长慢于粒子平均位置随时间的增长，因此出现

了超前峰现象。

图 2显示了对于不同的粒子初始动能，粒子稳定通

过概率随 δ值的变化是非单调的，体现了非欧姆阻尼环

境中系统耗散和涨落的竞争机制。随着 δ值的增大，粒

子对初始动量的记忆时间逐渐缩短，在通过位垒前粒子
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动量会更快地减小，不利于粒子通过位垒；同时随 δ值

的增大，粒子的扩散却逐渐增强，又有利于粒子从位垒

一侧翻越到另一侧。考虑量子涨落影响时发现，当粒子

初始动能小于临界初始动能时，量子涨落使稳定通过概

率随 δ值变化曲线的极大值向右漂移；与之相反，当粒

子初始动能大于临界初始动能时，量子涨落则使稳定通

过概率的极大值向左漂移。

图 2 不同粒子初始动能的稳定通过概率随δ值的变化

实心方块为经典结果，空心圆圈为量子结果。

5 热核裂变速率

核裂变动力学过程同样可以用方程(4)来描述，此

时 q(t)是关于两碎片的质心距，T 是复合核温度。简单

起见，在这里我们采用分段抛物势

V (q)=


1
2ω

2
0q

2 q6 qc

Vb− 1
2ω

2
b

(
q−

(
1+

ω2
0

ω2
b

)
qc
)2

q > qc
，

(22)

作为亚稳态势，该势可视为中重核的模型势。其中，

ω0和ωb分别是势阱底与势垒鞍点的频率，Vb是势垒高

度，光滑连接点 qc =
ωb

ω0

√
2Vb

ω2
0+ω2

b
。

我们用上述算法对 5× 106个粒子进行了模拟，势

函数参数为ω0 = 2ωb = 2 MeV/~，Vb = 0.3 MeV，温

度T = 0.2 MeV，每个粒子从基态出发，当其通过断

点时就不再返回势阱，此时认为受激复合核发生了裂

变[24−26]。核裂变速率定义为[27]

r(t)=− 1

N(t)

△N(t)

△t
, (23)

这里，N(t)是 t时刻未发生裂变的粒子数，∆N(t)是在

时间间隔 [t, t+△t]内发生裂变的粒子数。我们还在远离

鞍点处设置了吸收边界，粒子到达此边界时将被移除。

对于经典情形下与阻尼环境相关的裂变速率，

Pollak等[28−29]曾给出理论分析结果，

rc =
ω0

2π
fT exp

(
− Vb

kBT

)
， (24)

其中 fT是传输系数，与势垒鞍点频率ωb及阻尼环境有

关。而在量子情形下，理论分析的裂变速率则为[10]

rq = cqrc ， (25)

量子放大因子 cq与阻尼环境、势阱底频率ω0与势垒鞍

点频率ωb相关。

经典和量子情形下欠欧姆阻尼环境 (δ = 0.5)和超

欧姆阻尼环境 (δ = 1.5)时裂变速率随时间的变化如图 3

所示，虚线表示理论分析得到的裂变速率稳定值。可以

看到，与经典情形下相比，量子情形下裂变速率有显著

的增大。量子涨落提高了亚稳态势阱中粒子的平均能

量，促使其翻越位垒。此外，经典情形下Pollak的理论

结果与模拟结果相一致，因此能通过理论分析有效地

预测裂变速率。但在量子情形下，理论的预测结果高于

实际的模拟结果。这是因为在量子系统中，系统温度区

间、势垒非谐项等因素对理论的适用性有更为严格的要

求。对于经典情形下的超欧姆阻尼环境和量子情形下的

欠欧姆阻尼环境，裂变速率随时间增大最终达到稳定

值。而对于经典情形下的欠欧姆阻尼环境和量子情形下

的超欧姆阻尼环境，裂变速率将在增大到极大值后再下

降至最终的稳定值，这是鞍点处的回流现象造成的。回

流现象是指当实验粒子第一次越过鞍点后，有些实验粒

子在随机力的作用下会重新返回势阱产生回流。经典情

形下的欠欧姆阻尼环境，粒子对初始位置的记忆时间很

长，因此越过鞍点的粒子更易返回形成回流。而对于量

子情形下的超欧姆阻尼环境，活跃的粒子有更多的机会

反复往返穿过位垒，从而形成回流造成裂变速率的下
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降。研究指出，鞍点后的势越平缓或结构越复杂时，回

流越大。

图 3 不同阻尼环境中(δ = 0.5与δ = 1.5)裂变速率随时

间的变化

(a) 为量子情形，(b) 为经典情形；图中实线为数

值模拟结果，虚线为理论分析结果。

图 4给出了超欧姆阻尼环境下 (1< δ < 2)裂变速率

随 δ值的变化。可以看出，超欧姆阻尼环境会增大裂变

速率，且经典情形和量子情形的曲线都是非单调的，同

样体现了非欧姆阻尼环境中系统耗散和涨落复杂的竞争

机制。本模型中，量子涨落使得裂变速率随 δ值变化曲

线的极大值位置从 δ=1.5漂移至 δ=1.4。

图 4 超欧姆阻尼环境下裂变速率随δ值的变化

6 总结

本文提出了一种模拟任意关联量子色噪声的数值方

法，并将其用于求解非欧姆阻尼环境中 c数量子广义朗

之万方程。与传统的通过引入中间变量将非马尔科夫方

程转换成马尔科夫方程组方法不同，本文的数值方法通

过在傅里叶空间构造噪声谱函数，适用于任意非马尔科

夫过程噪声的产生。将该方法初步应用到重核熔合系

统，求解了量子噪声驱动下粒子的鞍点通过概率，模拟

结果与解析结果相符合。计算结果显示，量子涨落对重

核熔合具有“低抬高压”的效应：当粒子的初始动能小

于临界初始动能时，量子涨落增大粒子的鞍点通过概

率；相反，当粒子的初始动能大于临界初始动能时，量

子涨落则会减小粒子鞍点通过概率。在非欧姆阻尼环境

中，粒子稳定通过概率随 δ值的变化是非单调的，体现

了非欧姆阻尼环境中系统耗散和涨落的竞争机制。当粒

子初始动能小于或大于临界初始动能时，量子涨落使稳

定通过概率随 δ值变化曲线的极大值位置分别向右或左

漂移。对于热核裂变系统，Pollak等[28−29]的理论结果

可以有效解释经典情形下的裂变速率，而量子系统中理

论结果将高于实际的模拟结果。超欧姆阻尼环境会增大

裂变速率，且量子效应会显著增大裂变速率，同时使得

裂变速率随 δ值变化曲线的极大值位置从 δ = 1.5 漂移

至 δ=1.4。

需要注意的是，我们在进行计算时将复合核温度固

定在了 0.2 MeV，目的是突出量子效应在不同初始动能

情况下对重核熔合概率的影响。实际上入射能量提高的

同时复合核温度也会随之升高，而温度的升高则会使量

子效应趋于零，熔合截面也就趋于经典值。在真实的重

核熔合系统中，熔合势垒总是包含非谐项，并不能将其

简单地处理为倒谐振子势，也就无法用解析方法获得其

熔合概率，但可以使用本文所发展的数值求解 c数量子

广义朗之万方程方法进行求解。同样，对于重核以及考

虑核的壳结构修正，核裂变动力学中所选取的势将是更

为复杂的形式。本文的方法可以进一步考虑对非线性势

项的量子修正Q(t)，适用于量子情况下更为复杂势的熔

合概率及热核裂变研究。
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Heavy-ion Fusion Probability and Nuclear Fission Rate in
a Quantum Non-Ohmic Environment

ZHANG Jiaming，HAN Jie，BAO Jingdong

(Department of Physics, Beijing Normal University, Beijing 100875, China )

Abstract: Dynamics of heavy-ion fusion and nuclear fission system in a quantum non-Ohmic environment have

been considered and a numerical simulation method to solve the corresponding c-number quantum generalized

Langevin equation is proposed. The method of generating quantum colored noise with arbitrary correlation can

be applied to generate noise of arbitrary non-Markov process. Calculating fusion probability of heavy nuclei with

this method, the result has shown that the passing probability is enlarged (decreased) by the quantum fluctuation

when the initial kinetic energy of the particle is less than (greater than) the critical initial kinetic energy. Steady

passing probability of particle in non-Ohmic environment versus δ is nonmonotonic. Quantum fluctuation makes

the maximum position of the curve drift towards right (left), when the initial kinetic energy of the particle is less

than (greater than) the critical initial kinetic energy. Furthermore, nuclear fission rate is larger in super-Ohmic

environment. Quantum fluctuation enlarges nuclear fission rate and makes the the maximum position of nuclear

fission rate versus δ drift.
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