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摘要: 采用把重离子碰撞的动力学和统计衰变过程相结合的一个两步模型，再现了 INDRA Collabora-

tions对入射能为 35 AMeV40Ca+40Ca和 48Ca+48Ca反应的实验结果。进而得到了反应碎块同位素分布

的 Isoscaling参数α(Z)和β(N)，约化对称能系数 ζ(Z)及与平均场中的对称能强度系数Cs之间的关系。结

果表明，Isoscaling参数强烈依赖于系统的丰中子程度。随着质子数的增大，ζ(Z)在动力学阶段呈现平缓趋

势但在衰变之后呈现上升趋势，且该结果不依赖于所选取的反应系统。对称能效应在统计衰变过程之后的末

级碎块分布中有明显表现。
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1 引言

原子核是一个典型的量子多体系统。原子核的宏观

动力学行为随着其密度及温度等变量的变化而呈现出各

种复杂的形态。这些形态的变化与核状态方程 (EOS)中

密度相关的对称能项密切相关。通过大量的实验和理论

研究，人们已经获得了丰富的有关核状态方程的知识。

然而，无论是实验还是理论研究，所给出的对称能的密

度依赖形式依然存在着很大的不确定性。特别是在高密

区，各种理论模型所给出的趋势差别非常大。通过重离

子碰撞过程来确定对称能的密度依赖形式，给出其合理

的约束成为目前核物理研究中一个重要课题
[1–5]
。

就重离子核反应来说，反应所形成的同位素的分布

形状对对称能十分敏感
[6]
，同时出射粒子也与对称能有

一定依赖
[7]
。因而，反应产物分布的 Isoscaling规律是

目前对对称能研究的一个有效方法之一。在中高能区，

发生碰撞的弹核和靶核经过一个伴随着液气相变的、复

杂的压缩和膨胀过程。在这一动力学过程中产生了大量

中等质量的受激碎块，这些受激碎块会进一步通过放出

各种轻粒子，或裂变成更小碎块，直至放出 γ射线等方

式衰变成处于β稳定线附近的基态同位素。

对于动力学过程来说，人们普遍接受的观点是反应

所产生的初级碎块的同位素分布，对对称能的形式具有

灵敏的依赖。然而，对于衰变过程结束后，末级碎块分

布对对称能的形式的依赖性有两种不同的结论：一种认

为，衰变过程能够抹去末级碎块分布对对称能形式的依

赖
[8]
；另一种认为，在受激碎块的统计衰变之后，对称

能效应依然保持在碎块的同位旋分布中
[9]
。因此，对这

一问题目前并没有一个系统的分析和结论。

近来，为了获得核物质EOS 中对称能项的新

信息， INDRA Collaborations对入射能为 35 AMeV
40Ca+40Ca和 48Ca+48Ca反应的碎块同位素分布进行

了测量
[10]
。然而，尚没有该实验结果系统的理论分

析
[10]
。以该实验结果为基础，本文将对上述问题做出

初步的分析和讨论。

理论上，由于重离子碰撞后期的次级衰变过程会持

续相当长的时间，以达到实验的可观测范围。这一时间

远远超过了微观输运模型给出稳定描述的时间范围，这

在中高能重离子碰撞情况下尤其如此。而且，对于分子

动力学模型来说，原则上，它能够描述轻粒子的产生，

但尚不能给出复合核发射的分支比。基于此，我们采用

一个两步反应机制，即把重离子碰撞过程分成两个阶段

来描述：动力学过程和统计衰变过程。前一阶段核反应

的动力学过程粒子遵循从初态到末态的时间演化，后一

阶段的统计衰变过程会对受激发的初始碎块进行“次级
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衰变”处理，直至它们冷却到基态。

我们采用改进的量子分子动力学 (ImQMD) 模

型[11−12]描 述 动 力 学 过 程，而 用 统 计 衰 变 模 型

GEMINI
[13]
来描述碎块的退激发过程。碎块的激发能

是由碎块在本体质心系中的总能量减去该碎块在基态时

的结合能得到的。在动力学模型模拟的末期，采用传统

的Coalescence模型给出初级碎片的信息，用于统计模

型的计算。

ImQMD模型是一个微观的输运模型，它同时考虑

了平均场和介质中核子-核子两体碰撞，因而它能够很

好地描述中等能区重离子碰撞的动力学过程[14−15]。统

计衰变模型GEMINI考虑了各种轻粒子的发射，对称

裂变及各种可能的两体衰变模式。能级密度采用Fermi

气体模型，并考虑了壳和对修正。我们的计算结果表

明，上述两步模型能很好地描述中高能区的重离子碰撞

过程[15−16]。

2 Isoscaling规律与约化对称能系数

在中高能重离子碰撞中，系统的多重碎裂现象一般

主要发生在剧烈的核子-核子碰撞的动力学过程中。核

态方程和核物质液-气相变是这个领域研究的重要方面。

而给出核态方程中对称能项的合理约束更是目前重离子

核反应研究中一个挑战性的课题。其结果对理解核反应

动力学，核结构 (特别是远离β稳定线核的结构)以及核

天体物理有着重要意义。

在多重碎裂的反应中，对称能依赖于发射源的密

度 ρ、温度T、压强和同位旋。其中，同位旋效应源于

反应过程中质子和中子的不同密度和受到不同的相互

作用。在流体动力学模型下，中子和质子流差与对称

能S(ρ)的关系可以表示成

jn−jp ∝S(ρ)∇I+
∂S(ρ)

∂ρ
I∇ρ ，

其中：右边第一项为同位旋扩散项 (Isospin Diffusion)，

第二项为同位旋迁移项 (Isospin Migration)。这两项在

很大程度上都与对称能的强度有关。实验结果表明，重

离子碰撞产生的同位素分布的形状对对称能十分敏感。

因此，反应所形成的同位素分布对研究碎裂核系统的性

质十分有利。人们倾向于使用碎块的产额分布去寻找不

同密度和温度下发射源的对称能信息。

从统计理论出发，同位素的形成主要是受自由能的

作用
[18]
。同位素产额Y (N, Z)与核自由能G(N, Z)有

如下关系
[18–22]

：

Y (N,Z)∝ exp
−[G(N,Z)−µnN−µpZ]

T
， (1)

其中：µn和µp表示中子和质子的化学势；T 表示碎块

形成时的温度。G(N, Z)中的对称能项通常可以表示为

Esym = ζ(Z)
I2

A
， (2)

其中：A=N+Z是总的核子数；I =N−Z是核子的不

对称度。ζ(Z)是约化对称能系数，其依赖于发射源的密

度 ρ和温度T。应该指出，从某一单个反应由方程(2)抽

取对称能是十分困难的，因为我们需要一个很大范围

的同位素。为了克服这一限制，可以考虑两个具有不

同N/Z的相似反应，而得到[18,24−25]：

R21(N,Z)=
Y2(N,Z)

Y1(N,Z)
=C exp(αN+βZ) ， (3)

其中：α= (µ2
n−µ1

n)/T 和β = (µ2
p−µ1

p)/T 表示来自不

同反应系统的中子和质子的化学势与温度的比值。C是

一个归一化的常数因子。式(3)就是 Isoscaling规律，它

最早由MSU group在实验上观测到[26−27]，并被后来

的一系列实验所证实
[28–30]

。利用 Isoscaling关系(3)，

α和β可由 lnR21(N,Z)与N或Z的线性关系得到。

由 Isoscaling关系(3)所得到的 Isoscaling参数与对

称能系数 ζ(Z)之间存在着密切的关系。这一关系可以

表示为[24,30−31]

ζ(Z)=
α(Z)

4∆(Z/A)2
， (4)

其中

∆

(
Z

A

)2

=

(
Z

A

)2

1

−
(
Z

A

)2

2

， (5)

A为对于具有给定质子数的同位素的平均质量数。

(4)式表明， Isoscaling参数α(Z) 和同位素分布的宽

度∆(Z/A)2决定了约化对称能系数 ζ(Z)。关系式(3)、

(4)和(5)是本文讨论的基础。

3 结果及讨论

在我们的模拟中，我们选择了巨正则系综的统

计方法。巨正则系综的统计方法能够很好地描述同

位素和同重元素的分布
[17]
。在符合实验结果

[10]
的

基础上，我们分析了入射能为 35 AMeV40Ca+40Ca，
48Ca+48Ca和 60Ca+60Ca反应。 t = 300 fm/c为动力

学和统计衰变模型的衔接时间。ImQMD模型参数与文

献[15]相同。计算结果及与实验结果的比较如图 1和图 2

所示。



第 3期 安荣等：中能Ca+Ca反应中的对称能效应 · 261 ·

图 1 (在线彩图) 40Ca+40Ca反应中质子数Z =10(a), 14(b), 18(c), 20(d)的类弹核的同位素分布的计算结果与实验结

果
[10]
的比较

空心方块、空心圆圈和实心星分别表示动力学阶段、衰变之后和实验上测量的同位素分布。

图 2 (在线彩图)如图 1，48Ca+48Ca反应的同位素分布的计算结果与实验结果
[10]
的比较

从实验结果
[10]
来看，所得同位素分布在一个很宽

的质量范围。丰中子同位素可达N/Z = 1.6 (对ZPLF =

10)到N/Z = 1.57 (对ZPLF = 18)。平均质量数 ⟨APLF⟩

和分布宽度σ随ZPLF的增加而增加。对于小的ZPLF，

⟨APLF⟩和σ在两个反应系统之间差别不大。而对于丰

中子的弹核引起的反应，⟨APLF⟩和σ随ZPLF的增加十
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分显著。这是因为一方面不同的碰撞参数决定了形成块

的大小，另一方面相对于质子而言中子更容易成块。而

且，分布的峰值集中在NPLF =ZPLF。

理论上，通过比较模拟结果与实验结果，可以很容

易地看出，动力学过程所产生的初级碎块的同位素分布

难以再现实验结果。通过考虑由统计衰变模型描写的受

激初级碎块的衰变过程，极大地改善了同位素的分布，

所得的理论计算结果很好的符合了实验结果。

这里应该指出，按照统计理论，一个处于平衡态

的复合核系统，其碎块的质量分布应是一个对称的

高斯分布
[32]
。因此，动力学过程所产生的初级碎块

的同位素分布实际上表明初级碎块所经历的是一个

动力学的非平衡过程，其保持了对入射道某种程度

上的记忆。另一方面，衰变后所给出的末级碎块分

布可以对实验结果很好的描述，本工作所采用的两

步模型能可靠地描述入射能为 35 AMeV 40Ca+40Ca，
48Ca+48Ca和 60Ca+60Ca反应过程。

3.1 同位素分布的Isoscaling规律

利用公式(3)我们选择 40Ca+40Ca作为参考反应系

统，视作反应系统 1，而 48Ca+48Ca和 60Ca+60Ca则

是视作反应系统 2和 3。在前面符合实验结果的基础上，

我们统计得出了 lnR21，lnR31随N 和Z变化的结果。

图 3(a), (c)和 (b), (d)分别给出了 lnR21, lnR31对于给

图 3 (在线彩图)R21和R31的计算结果

定的Z = 3 ∼ 18随N 的变化结果，其中 (a), (b)对初

级碎块，(c), (d)对应末级碎块。根据关系式(3)，各

直线的斜率即为相应的α(Z)。同样可以得到 lnR21，

lnR31随Z 的变化情况，其结果与随N 的变化情况类

似，只是此时β(N)< 0。

图 4(a),(b) 分别给出由 lnR21 和 lnR31 所得到的

动力学阶段产生的初级碎块和衰变后末级碎块

的α(Z)。可以看出，无论是对初级还是对末级碎块，

α(Z)随Z的变化不大，几乎与Z无关。这一结论与文

献[33]是一致的。从平均的意义上，在没有加衰变之

前，40Ca+40Ca和 48Ca+48Ca组合的α = 0.37±0.03，

β = −0.42 ± 0.04， 40Ca+40Ca和 60Ca+60Ca 组合

的α = 0.45± 0.05，β = −0.54± 0.04。当加上衰变

之后， 40Ca+40Ca和 48Ca+48Ca 组合的α = 0.76 ±
0.04，β = −0.97±0.05，40Ca+40Ca和 60Ca+60Ca组

合的α= 0.87±0.03，β =−0.89±0.02。由于统计带来

的误差也在我们的考虑范围之内，α和β的值受反应系

统的丰中子程度影响很大，这很容易从图 3看出来。

α和β的值是我们通过不同的反应系统的同位素和

同中子数的比值获得的，这对于不同的统计阶段来说对

反应系统的影响是一样的。但是我们可以看到，加上衰

变之后数值的大小却出现了一定程度的波动。衰变模型

使得处于激发的碎块通过发射核子或者小的碎块退激发

到稳定的基态，这一过程壳和对效应起主要作用。
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图 4 从不同反应系统的初级碎块和衰变之后碎块的同

位素比值中获得的α 值

(a) 表示动力学阶段，(b) 表示衰变之后。空心方块为
40Ca+40Ca和48Ca+48Ca 反应组合，空心圆圈为40Ca+
40Ca和60Ca+60Ca反应组合。

3.2 约化对称能系数ζ(Z)

通过巨正则系综的方法，我们讨论了不同反应

系统之间的同位素的分布情况。在我们讨论的范围

内，同位素的分布主要由发射源的同位旋不对称度

来决定的。在弹核和靶核碰撞发生压缩和膨胀的过

程中，核子在弹靶之间相互转移。在这个重新分配的

过程中发生着复杂的物理过程。我们通过对碎块的

同位素的统计来间接地揭示其内部的复杂机制。按照

方程(4)，为了获得对称能系数，我们通过 40Ca+40Ca

和 48Ca+48Ca，40Ca+40Ca和 60Ca+60Ca的组合来得

到方程(4)中的∆(Z/A)2。结果示于图 5。从图中我们可

以看到，对于动力学阶段产生的初级碎块，随着质子数

图 5 不同反应系统之间的初级碎块和衰变之后碎块

的∆(Z/A)2 值随着质子数的变化

(a) 表示动力学阶段， (b) 表示衰变之后。空心方块

为 40Ca+40Ca 和 48Ca+48Ca 反应组合，空心圆圈

为 40Ca+40Ca和 60Ca+60Ca反应组合。

的增大∆(Z/A)2呈略微的下降趋势。但是，当我们加上

衰变之后这个趋势就明显地增大。这是因为大的碎块通

过发射轻粒子进行衰变的结果。而且不同的组合之间数

值也不一样，因为对于丰中子的反应系统，形成的同位

素分布范围较宽且其产额相对增大。

我们所得到的基态的末态碎块分布是通过这两个模

型的组合得到的，加上衰变之后改变了同位素分布的宽

度，这与实验结果是一致的。

在图 6给出了通过表达式(4)得到了约化的对称

能系数 ζ(Z)。对于动力学阶段产生的初级碎块，除

了Z 6 5的碎块外，ζ(Z)对质子数的依赖很弱，基本保

持不变。根据公式(4)，这意味着α与∆(Z/A)2呈正比关

系。这是一个非常有意义的结果，因为对于处于热平衡

和化学平衡下的碎块，ζ(Z)应该与表面和体对称能系

数之间存在如下关系，

ζ(Z)∝ 1− Cs

Cv

(
2Z

)−1/3
， (6)

对于基态核，Cs ≈Cv。因此，我们所得到的 ζ(Z)与Z

几乎无关意味着，此时，Cs ≈ 0。这表明初级碎块产生

过程中的表面效应并不明显。就初级碎块产生的动力学

过程来说，各个碎块不是孤立的，相互之间依然存在着

复杂的作用
[9]
，而且，如前面所述，这一过程是非平衡

的。

图 6 (在线彩图)衰变前后的约化对称能系数ζ(Z)随着质

子数Z的变化
40Ca+40Ca为 反 应 参 考 系 统 1 方 块 为 40Ca+40Ca 与
48Ca+48Ca反应组合，圆圈为 40Ca+40Ca与 60Ca+60Ca

反应组合。空心表示初级碎块，实心表示末级碎块。

由图 1 ∼ 2可知，加上衰变模型之后的同位素分布

能够很好地符合实验结果。因此，由末级碎块分布计

算所得的 ζ(Z)应该与实验结果一致
[18]
。图 6中的实心

圆和实心方块给出了由末级碎块分布计算所得的 ζ(Z)。

很显然，ζ(Z)随Z的增加而明显增加，定性上与关系
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式(6)一致。这一结果表明，ζ(Z)对Z的依赖源于受激

初级碎块的统计衰变过程。对称能效应在统计衰变过程

之后的末级碎块分布中明显的表现出来，而且与反应系

统关系并不明显。由于同位素分布宽度在两个过程中发

生变化，我们在得出的 Isoscaling参数的变化趋势基本

上一致，但是动力学阶段和统计衰变之后的同位素分布

的宽度明显不同，尤其是当质子数增大时，在动力学过

程中可以产生中质比很大的同位素。但是加上衰变之

后，相应同位素的中质比明显变小，这是由于退激发后

的碎块要趋于稳定，靠近β稳定线。这也说明了考虑衰

变的必要性。

3.3 平均场中的对称能系数Cs与 ζ(Z)的关系

最 后，我 们 来 看 ImQMD 模 型 平 均 场 中 的

对称能系数Cs 与 ζ(Z) 的关系。 采用不同的Cs，

我 们 对 40Ca+40Ca 与48Ca+48Ca 和 40Ca+40Ca 与
60Ca+60Ca两个反应组合，计算了 ζ(Z)与Z 的关系，

如图 7∼ 8所示。

图 7 (在线彩图)以40Ca+40Ca为反应参考系统 1，48Ca+
48Ca为反应系统 2，平均场中对称能系数Cs 为 0(方

块)和 48(圆圈)时，动力学阶段 (空心)和衰变之后 (实

心)约化对称能系数 ζ(Z) 随着质子数Z的变化

图 8 (在线彩图)同图 7，但 60Ca+60Ca为反应系统 2

从图 7∼ 8可以明显地看出，改变Cs的大小，基本

不改变 ζ(Z)与Z 的依赖关系。然而，ζ(Z) 强度对Cs

十分敏感。Cs的增加可以在很大程度上增加 ζ(Z)的大

小。在平均场对称能强度参数Cs取相同数值时 (0, 32

或者 48)，这两个双反应系统的 Isoscaling参数 (及约化

对称能参数)的变化趋势类似，这从图 6，图 7和图 8中

可以看出，但数值上存在一些差别，这种差别是来自于

这两个双反应系统的非对称度的不同。

4 结论

采用把重离子碰撞的动力学和统计衰变过程相结合

的一个两步模型，再现了 INDRA Collaborations对入

射能为 35 AMeV40Ca+40Ca和48Ca+48Ca反应的实验

结果。通过理论模拟进而得到了反应碎块同位素分布

的 Isoscaling参数α(Z)和β(N)，约化对称能系数 ζ(Z)

及与平均场中的对称能强度系数Cs之间的关系。

在巨正则系综理论下，α(Z)，∆(Z/A)2和 ζ(Z)这

三个量之间存在着方程(4)所示关系。因此，对 ζ(Z)的

分析取决于对α和∆(Z/A)2计算的精度。本工作首先

对 INDRA Collaborations所得的同位素分布实验结果

进行分析。结果表明，动力学过程所产生的初级碎块的

同位素分布难以再现实验结果。通过考虑由统计衰变模

型描写的受激初级碎块的衰变过程，极大地改善了同位

素的分布，所得的理论计算结果很好地符合了实验结

果。

在此基础上，从理论上得到了α(Z)和∆(Z/A)2。

从计算结果来看，α(Z)对同位素的电荷数Z并不敏感，

而受反应系统的丰中子程度影响很大。对于初级碎块，

∆(Z/A)2随Z 有下降的趋势。对于末级碎块，这一下

降的趋势更加明显。对初级碎块，ζ(Z)对Z依赖很弱，

基本保持不变。这意味着表面效应并不明显，碎块之

间存在某种程度的关联近似看做核物质来处理是适合

的。而对末级碎块，ζ(Z)随Z而明显增加。因此，ζ(Z)

对Z的依赖主要源于受激初级碎块的统计衰变过程。对

称能效应在统计衰变过程之后的末级碎块分布中明显地

表现出来。

ImQMD模型平均场中的对称能系数Cs与 ζ(Z)的

关系是一个非常有意思的课题。本工作结果表明，Cs

的大小，基本不改变 ζ(Z)与Z的依赖关系，而 ζ(Z)强

度对Cs十分敏感。
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Effect of Symmetry Energy in Reaction Ca+Ca
at Intermediate Energies

AN Rong1,1)，YAN Shiwei1,2,3，JIANG Xiang1

( 1. College of Nuclear Science and Technology, Beijing Normal University, Beijing 100875, China;

2. Beijing Radiation Center, Beijing 100875, China;

3. Center of Theoretical Nuclear Physics, National Laboratory of Heavy-Ion

Research Facility in Lanzhou, Lanzhou, 730000, China )

Abstract: A two-step model for combining the dynamical and statistical decay processes in heavy-ion collisions

is used to reproduce the experimental results of the INDRA Collaborations on 40Ca+40Ca and 48Ca+48Ca

reactions at 35 AMeV. We obtain the isoscaling parameters α(Z) and β(N) of isotopic distributions of the

fragments, the reduced symmetry energy coefficient ζ(Z) and its dependence on the symmetry energy strength

coefficient Cs in the mean field. Our results suggest that Isoscaling parameters strongly depend on the degree of

neutron-rich. With the increasing atomic number, ζ(Z) represents a smoothly flat tendency during the dynamical

process but shows the increasing tendency after decay, and such results are independent on the selected reaction

systems. The effect of symmetry energy shows evidently in the isotopic distributions of fragments after statistical

decay process.
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