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摘要: 提出了一种新的用于壳模型截断计算的基矢空间的构建方法，即关联基的方法。关联基是利用

壳模型中每个粒子数分布下哈密顿量的本征态作为基矢。在此基矢之上，可以很自然地通过考虑能量

相对较低的关联基矢进行相应的截断计算。当所有的关联基矢都被考虑时，计算结果回到一般jj耦合

给出的结果。最后，对关联基下壳模型的计算与标准的壳模型计算进行了比较，计算结果表明，关联

基下壳模型能量和波函数有着良好的收敛性，同时表明关联基计算的有效性。
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1 引言

相互作用的壳模型计算，长期以来在描述核子多

体系统的性质上取得了很大成功。壳模型组态相互作

用的图像对于理解轻核区原子核低激发态提供了很大

帮助。通常壳模型的模型空间包含了费米面附近的几

条轨道，在此基础上原子核的波函数最终可以写成所

有可能的反对称 Slater行列式的线性叠加。因此很多

相关的研究中也将相互作用壳模型称作全空间组态相

互作用方法。同时这种方法在其他量子多体问题的描

述上也有广泛的适用，比如在量子化学和原子分子物

理中，也利用组态相互作用的图像描述能谱结构
[1]
。

但是组态相互作用描述的体系在实际问题的计算

中总是要面临处理大规模矩阵对角化的问题
[2–10]

。现

代一些处理大规模组态相互作用的算法已经能够达

到1010维矩阵的计算。然而在实际的应用中仍然会受

到限制，因为组态空间的维数随着粒子数和轨道数的

增加而迅速地增长(呈二项式关系)，对于给定的模型

空间，当粒子数目增加时，计算量很快就会超过预期

的计算能力。因此人们发展了很多基于多体微扰理论

计算的截断方法，这些方法旨在相对小的计算量下得

到可靠的结果。其中具有代表性的方法包括蒙特卡罗

采样法
[11–15]

、密度矩阵重整化
[16–19]

以及一些其他

的用于截断计算方法
[20–23]

，文献[1, 20–21]给出了这

些方法的具体描述。

通常壳模型计算的基本假设是在一阶近似下，每

个核子可以相互独立地在一个由其他所有核子相互作

用形成的平均场里面运动，这个平均场可以看做是复

杂的核子相互作用最简单的一种近似。在此基础上，

更为复杂的核结构可认为是由最外层的一些核子 (即

费米面附近的价核子)之间的相互作用所产生的。当

然，一般假设这种相互作用是相对微弱的并且通常只

考虑两体相互作用的情况。随着核子数的增多这种组

态之间的关联变得十分复杂，由此就会带来巨大的计

算量。在本文中，我们提出一种新的用于壳模型截断

计算的基矢生成方法。这种方法在生成基矢和截断计

算时，主要包括两部分的操作。首先，我们通过对角

化每个粒子数分布下哈密顿量矩阵得到关联基基矢

量。其次，不同分布下非对角部分的相互作用可以通

过在关联基下重建整个系统哈密顿量矩阵考虑进来。

我们利用关联基的方法在 sd空间计算 28Si低位态能

谱作为对该方法有效性的检验。同时与标准壳模型的

计算结果进行比较和讨论。

2 关联基选取与截断计算

一般而言，壳模型计算在构建相互作用组态空间
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的时候，第一步是将组态空间按照核子数目的“分

布”进行区分。所谓分布是指给定核子数目和轨道时

所有可能的组合，因此整个组态空间可以划分成许多

不同的分布。在每个分布下基矢波函数可以通过 jj耦

合的方式或者非耦合的M-scheme构建得到。最早的

能够比较有效地处理对角化问题的壳模型计算是在 jj

耦合的表象下开展的
[24]
，之后Whitehead

[25]
组的计

算首次引入了M-scheme表象。由于用M-scheme表

示壳模型组态的数据结构与计算机存储原理一致，同

时利用简单的位操作就能实现很多重要的计算 (如

产生湮灭算符的操作)，从而避免了在jj耦合表象下

计算多体波函数组分系数 (coefficient of fractional)，

从而很大程度上提升了计算的效率。因此现代多数

壳模型计算程序都是在M-scheme表象下进行的。但

是，在M-scheme下仅有Jz 和Tz 是好的量子数，同

时M-scheme下得到的哈密顿量矩阵维数很大。因

此，由于M-scheme下没有的基矢 J不是好的量子数，

从而在M-scheme下进行截断计算比较困难。著名

的Oxbash壳模型程序
[26]
以及后来由Oxbash发展的

程序
[3–6]
则是采用混合了M-scheme表象与 jj耦合表

象各自的优点发展而来，即首先在M-scheme下建立

基矢后通过一个投影的过程恢复 J(T )的对称性
[27]
。

由于对称性的恢复从而使哈密顿量矩阵的维数能够降

低，然而投影过程本身是非常消耗计算量的，同时也

存在数值精度的问题[4−5]。

在本文中构建关联基基矢的过程事实上十分简

洁。首先，我们还是从通常的M-scheme表象出发，

然后关联基基矢可以通过对角化每个分布下的哈密顿

量得到。即关联基基矢是通过选取每个分布下哈密顿

量矩阵的本征矢得到的。这样，由于壳模型哈密顿量

本身的对称性使得关联基基矢有着好的角动量量子

数。换句话说，如果我们认为哈密顿量H 本身作为

一个“投影算符”，那么上述方法得到的有确定量子

数的态的过程和通常壳模型角动量投影的操作是一致

的
[27]
。但是需要强调的是，在当前的关联基基矢下

由于使用的哈密顿量本身的对称性，这使得通过这种

方法得到的基矢已经包含了相互作用。从而相较于一

般投影的过程，上述方法得到的基矢有更明确的物理

含义。这是关联基基矢和一般投影方法
[27]
得到的有

确定角动量的基矢之间一个根本的差异。因此在关联

基基矢上进行截断计算就显得更加合理。

在构建基矢的过程中，如果随机选取一组M-

scheme基矢作为初始基矢，那么对于每个分布下对

角化哈密顿量后将会得到一组本征态。这些本征态虽

然有好的量子数 J，但是不同的 J量子数的态都会出

现。而在壳模型计算中往往只针对某个特定的 J去构

建总的哈密顿量矩阵，因此在实际的计算中，我们可

以在基矢中挑选出指定的 J的态。但是更有效的做法

是我们可以在投影时就选取一个有固定 J量子数的态

作为起始波函数，这样当用Lanczos方法对角化后就

会得到一组有着相同 J量子数的关联基矢。在基矢建

立之后就可以在关联基下重新得到整个组态空间的哈

密顿量矩阵。这里需说明的是，由于关联基基矢的选

取此时在每个分布下哈密顿量矩阵已经是对角矩阵，

而非对角元部分仅仅包含不同分布之间的相互作用，

而最终的波函数即可以通过对角化关联基下整体的哈

密顿量矩阵得到。

在关联基基矢之上可以很自然地引入一种截断计

算的方案。由于此时哈密顿量矩阵只有不同分布之间

的相互作用，而这些相互作用相比于对角元来说是非

常弱的。因此我们认为那些有着最低的非微扰能量的

组态对最终波函数的贡献将是显著的。这点也符合一

般多体微扰理论的精神。所以这也就意味着在关联基

下进行截断计算时，我们可以在组态空间中移除那些

有着相对较高能量的组态。每个组态ψi对于最终波

函数的贡献可以通过式(1)给出的判据进行评估：

χic =
|⟨ψi|H|ψc⟩|
ϵi−ϵc

。 (1)

此处ψc 是选取的参考态；ϵi是非微扰能量，即关

联基下的某个组态对应的哈密顿量矩阵对角元。

一般可以选取有着最低的非微扰能量的组态 (ϵc)。

在 Important truncation[20−21]方法中也是用这种

微扰判据去评估一个组态的重要性。不同之处在

于 Important truncation方法是对于M-scheme下的

组态进行截断，没有保证 J是好的量子数。但在实际

的计算情况下，非对角元 ⟨ψi|H|ψc⟩ (不同分布之间

的相互作用)一般很少大于 1 MeV。因此式(1)中不同

组态的差异主要来自分母的贡献。所以一种比较实用

的办法是可以通过直接计算式(2)来选取特定的组态，
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∆ϵic = ϵi−ϵc 。 (2)

这样一个给定的关联强度χic或者非微扰能量差

异∆ϵic就刻画了组态空间中关联最弱的态之间的差

异，所以χic或者∆ϵic就表征了一个截断的组态空间

的大小。如果我们取一个足够小的χic或者足够大的

的∆ϵic，这样组态空间中事实上就没有包含任何截

断，所有的组态都得以保留。这种情况将给出和一

般 jj耦合表象下相同的结果。

Lanczos对角化方法是壳模型中常用的一种能高

效地对角化矩阵，并且得到最低(或最高)本征值和相

应的本征态的方法。在实际的计算中，事实上也可

以通过预先给定一个合理的截断χic或者∆ϵic用来作

为Lanczos计算迭代的判据。而在通常一般的壳模型

计算中
[28]
，通常是采用通过粒子-空穴激发的顺序来

刻画组态空间，基于此的截断计算会舍弃那些在占据

较高的的单粒子轨道的分布。这种截断仅仅是从单粒

子能量的角度出发的，而忽略的一个分布之内的相互

作用的影响。但是往往这种单粒子能量较高的组态

有可能会通过一个分布之内的相互作用使其对最终

的基态或低激发态波函数产生贡献。比如在所谓“反

转岛”(质量数A∼ 30，中子数N ∼ 20)附近的区域，

f7/2轨道和 sd区域相互作用非常强，最终导致单粒

子轨道能量的交叉。也就是说反转岛的一些核子基态

波函数中 f7/2轨道所占的比重很大，但是从粒子-空

穴激发的角度看一些含有 f7/2的组态可能会由于单粒

子能相对较高从而在截断计算的一开始就被舍去了。

而在关联基下的截断计算，则是通过χic或者∆ϵic给

出的组态能量来决定截断的，组态能量本身就已经包

含了一个分布之内的相互作用。因此关联基下尽可能

地包含那些对基态和低激发态重要的组态，从而使得

此时的截断计算更为合理。

3 计算结果与讨论

为了检验关联基下壳模型截断计算的有效性和收

敛性，我们计算了 sd核区的 28Si并且和标准的 jj耦

合下的壳模型计算进行了比较。因为我们的重点是讨

论微扰方法本身而非相互作用，因此在计算汇总使用

了 sd区相对普适的相互作用USDB。同时 28Si是 sd

区域刚好占据一半轨道的核子，它包含了最多的组

态。图1给出了计算得到的 28Si低位态能量随着模型

空间截断的大小变化。需要注意的是，为了便于查看

截断计算的收敛性，在图1中的横轴不是线性变化的。

可以看到在关联基下的计算得到的最低几条能级都有

很好的收敛性。事实上，当截断空间取到总模型空间

大小的一半时就已经能给出很好的结果，这样大小的

截断可以很大程度上减小壳模型的计算量。

图 1 28Si低激发态在不同截断尺度下的收敛情况

Dcor和 Djj分别表示在关联基下截断的矩阵的维数和 jj耦合表象下全空间的维数。
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为了进一步分析，我们通过计算截断空间波函数

和全空间波函数之间的内积来检验收敛性。在图 2中，

给出了 28Si最低的 0+, 2+, 4+和 6+态波函数内积随

着截断空间大小的变化。以 0+为例，当截断空间和

全空间波函数内积几乎为 1的时候，关联基基矢的维

数也只有M-scheme下维数的 2%。换句话说，关联基

计算是从全M-scheme空间找出了最重要的态，从而

使得能截断计算能够具有很好的收敛性。另一方面，

之所以相对少的组态就能描述好波函数可以由图3给

出的结果说明。壳模型计算的最终波函数是一系列组

态波函数的线性叠加的。图 3中展示了每个组态对于

最终 28Si基态波函数贡献的振幅 (波函数展开系数)。

我们看到在关联基下，不同的组态对最终波函数的贡

献是随着其组态能而指数衰减的。那些有着较低能量

的组态几乎已经占了波函数的全部贡献，这也就使得

我们能给出一个合理的截断之后舍去高能量部分后没

有丢失波函数的重要组分，从而保证了截断计算能够

给出比较好的结果。而在M-scheme表象下，组态波

函数的振幅几乎呈随机分布 (图 3(b))，组态能量和其

振幅贡献也没有明确的关系。为了能够得到精确的结

果，M-scheme下的计算只能包含所有的组态，因此

得到矩阵维数很大。

图 2 28Si最低的 0+1，2+1，4+1，6+1 在截断空间和全空间波函数之间的内积随着截断空间的变化

图 3 28Si基态波函数在M-scheme和关联基振幅的分布。其中 ε表示非微扰能量
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最后为了说明本文中采用的∆ϵic作为选取组态

的判据的有效性，我们在图 4中比较了通过简单的用

组态的非微扰能量作为截断判据∆ϵic和用组态的相

互作用强度作为判据χic计算收敛性的比较。图 4中

三角表示的用χic作为截断判据的的计算结果，事实

上代表了在一个模型空间下可以做到的最好的截断计

算，而我们看到由简单的∆ϵic (图中用圆点表示)的

结果在发生收敛时很快地接近了理想的情况。由于

以χic为截断判据的计算较为耗时 (由于要涉及所有组

态能量的比较)，而以∆ϵic作为截断判据的计算则非

常高效，同时又有良好的收敛性。因此，这也就意味

着我们在实际计算中用∆ϵic作为截断判据就已经足

够了。

图 4 在关联基下通过∆ϵic (图中三角)和χic(图中圆点)

的截断方法进行计算的比较

4 总结

本文我们引入了关联基的方法，建立了壳模型基

矢，并且在关联基矢的基础上建立了一种有效的截断

计算的方法。总结起来，首先通过在每个分布下对角

化哈密顿量矩阵得到具有好的角动量的关联基。然

后，这个系统的哈密顿量可以在关联基矢的表象下得

以重建。由于关联基已经包含了分布之内的相互作

用，这使得我们可以根据组态能量评估每个基矢的重

要性。这也就自然地提供了一种通过设定某个能量截

断来简化模型空间的办法。关联基下截断和标准壳模

型的计算比较结果说明了这种方法的有效性。

致谢 感谢瑞典皇家理工学院 (KTH)亓冲博士的讨

论与指导。
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Shell-model Truncated Calculation in Correlated Basis

JIAO Longfei1)，XU Furong

(State Key Laboratory of Nuclear Physics and Technology, School of Physics,

Peking University, Beijing 100871, China )

Abstract: We present a new basis selection algorithm for truncated shell model calculations. In this method

the basis is taken as the correlated eigenvectors of the Hamiltonian in each shell-model partition. A truncation

scheme is established by naturally taking the low-lying correlated basis vectors in the different partitions, which

is equivalent to the j-j coupling scheme of the shell model when all correlated basis vectors are considered. The

calculations are compared with standard shell model calculations. The convergence properties of the correlated

basis method are also discussed. The calculation results show that one can get both good convergence of energies

and wave functions, which indicate the effectiveness of correlated basis shell-model calculation.

Key words: shell model; truncation scheme; correlated basis
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