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摘要: 在原子核熔合反应或裂变反应的动力学过程中，颈部变量都起着非常重要的作用。通常情况下，

模型中变量的定义根据各种描述宏观形变的参数的不同而不同。为了进一步研究颈部增长在核熔合反

应中的作用，通过引入弹核和靶核的形变参量来拓展哑铃模型。在此框架下，计算了从两个接触核到

生成一个复合核过程的核熔合反应系统在不同形变下的势能曲面，同时又对核熔合反应体系的惯性张

量和粘滞张量进行了计算，这些物理量的计算都为以后的朗之万动力学研究打下了基础。计算结果表

明，在改进后的五参数哑铃模型之中，颈部变量是不稳定度并在核反应中起重要作用。
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1 引言

原子核反应的理论和实验研究一直是前沿热点

问题。在理论研究方面有多种描述原子核反应过程

中体系形变的模型，例如：双核模型[1−2]、双中心模

型[3−4]、{c, h,α}模型[5]以及哑铃模型[6]等等。

在广泛研究的模型中，双核模型通过关注弹核和

靶核之间的质量交换和输运来研究从双核体系到单核

体系的动力学演化过程[7]。基于该模型，发现半径和

质量不对称的耦合作用在对称形变中较弱，但是随着

不对称度的增加而变得更为重要[8]。双核模型还解释

了不同的弹核和靶核组合生成相同的超重核中出现的

原子核的结构效应[9] 。双中心模型允许形状从一心

形状到两心形状有一个连续性变化并通过光滑的颈部

连接[10]。扩散熔合模型通过试验粒子越过鞍点的方

法和研究二维朗之万方程中原子核颈部增长的动力

学来计算复合核的熔合概率[11−14]。然而，这些模型

中形变参数相对地缺少足够的维度，而有足够维度的

形变参数能在势能曲面 (PES)上产生新特征。因此，

Moéller等[15−16]用五维参数来描述核形变，并在其

裂变研究中计算了PES。

三参数哑铃模型在缺少足够的计算能力的时期，

由于结构简单和易于分析而被广泛应用，并且引入随

机断裂在解释核裂变方面取得了成功。实验上已经证

实，弹核和靶核在熔合前都可能存在非正球体的形

变[17]，这就暗示两个将要熔合的子核可以以各种形

变和形式碰撞。因此，我们引入两个形变参数将经典

的三参数哑铃模型扩展到五参数，并在研究中结合双

核模型和扩散模型的重要组成部分和思想。本文第 2

节将描述改进的五参数模型并展示其基本特征；第 3

节计算PES，给出不同于其他模型的新不稳定度和形

变对势能的影响；第 4节计算惯性张量和粘滞张量；

最后，第 5节对全文进行总结和讨论。

2 五参数哑铃模型

2.1 模型的基本介绍

改进后的哑铃模型用类圆锥体的颈部相连接的两

个轴对称的椭球体来描述核熔合或核裂变反应体系。

由于我们引入了每个反应核自身的形变，因此可以观
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察不同的碰撞类型 (头对头、球对球、腰对腰)对核熔

合反应的影响。

模型的 5个无量纲参量定义如下：

(1) 颈部变量 ν=tanθ/tanθmax ；

(2) 质心距变量 ρ= r/(a1+a2) ；

(3) 不对称度变量D = (a2b
2
2 − a1b

2
1)/(a2b

2
2 +

a1b
2
1)；

(4) 弹核形变量β1 = b1/a1；

(5) 靶核形变量β2 = b2/a2。

如图 1 所示，上述定义式中参量的含义如下：

r是两个熔合反应的反应核或者两个裂变碎片的质心

距；a1和 a2 是两个碰撞核平行于对称轴的半长度；

b1和 b2是两个碰撞核垂直于对称轴的半长度；上述参

量都以复合核的半径R0为长度单位。另外，θmax是

两子核外部公切线和对称轴的夹角，而 θ是颈部边界

和对称轴的夹角。

图 1 五参数哑铃模型的示意图

与 {c, h,α}模型相似，五参数哑铃模型参数有一
个重要的等体积约束条件：不论体系形状如何变化，

反应体系的总体积保持不变。

对称情形是模型的一种特殊情况，因为弹核和靶

核完全相同，所以D=0和β1 = β2 = β。因此五参数

可以约化为ν，ρ和β 3个参数来表示。由于夹角的消

失，具体参数的定义稍有变化：

(1) 颈部变量 ν= y/a；

(2) 质心距变量 ρ= r/2a；

(3) 反应核形变量β= b/a。

其中，y是对称情况下颈部的半宽度。

2.2 模型参数的变化

五参数哑铃模型在不对称情况下，参数不同的取

值范围对应着不同的反应体系形变，现综述如下：

(1) 颈部变量 ν的变化范围

0 6 ν 6 1表示核反应体系的颈部从无 (即没有颈

部)到最大值 (即颈部边界和外公切线重合)。

(2) 质心距变量 ρ的变化范围

1) ρ= ρmin = |(a2−a1)/(a2+a1)|< 1表示核反

应体系处于复合核或单体核状态；

2) ρmin < ρ < 1表示两个反应核处于相互熔合状

态；

3) ρ=1表示两个反应核处于接触态；

4) ρ> 1表示两个反应核处于相离状态。

(3) 不对称度变量D的变化范围

−1 < D < 1表示两个反应核从“左大右小”到

“左小右大”的变化。

(4) 反应核形变参量β1和β2的变化

β1和β2是分别描述弹核和靶核形变的参量，有

着相同的变化范围。因此，我们可以通过不同的组合

来表示不同的核反应碰撞类型：

1) β1< 1和β2< 1表示两个反应核头对头碰撞；

2) β1 =1和β2 =1表示两个反应核球对球碰撞；

3) β1> 1和β2> 1表示两个反应核腰对腰碰撞。

在对称情况下，参数的取值范围和相应的核反应

体系形变与不对称情况类似，但有三处取值因为参数

定义的改变而稍有变化：

1) 颈部变量的极大值 νmax =β；

2) 质心距变量的极小值 ρmin =0；

3) 反应核的形变参量只有一个β，意味着两个反

应核的形变完全一致。

如图 2所示，以球对球碰撞反应为例，分别在对

称和不对称情况下，演示了改进的五参数哑铃模型的

对核熔合反应体系的描述。

图 2 (在线彩图)五参数哑铃模型演示球对球碰撞核熔合

反应

3 新奇不稳定度

为了得到和分析不稳定自由度 (或者也可以称为

输运自由度)，必须计算五参数哑铃模型下的集体坐
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标的形变势能。本文采用液滴模型[18−19]来计算两个

中重核发生核熔合反应的形变势能。

3.1 势能的理论公式

本文研究的是核熔合反应过程中的第二阶段：即

两个接触态的反应核到形成一体的复合核的过程。对

于这个过程来说，核熔合和核裂变在一定程度上可

以视为相反的过程，与核裂变类似，选择复合核作为

基态核。又因为对于复合核来说，球形核有最低的能

量，所以球形复合核的能量被作为基态能。反应核引

入微量的形变时，形变的复合核的能量被作为基态

能。

形变势能的计算公式如下：

E(q1, q2, q3, q4, q5)=Es−Es0+Ec−Ec0 ， (1)

其中：qi(i=1,2, ...,5)代表对应的广义形变参数，

即本文模型的无量纲参数；Es0和Ec0是球形核的表

面能和库仑能；Es和Ec 是形变核的表面能和库仑

能。

根据Myers-Swiatecki的公式[20−22]：

Es0 =17.944

[
1−1.7826

(
N−Z
A

)2
]
A

2
3 , (2a)

Ec0 =0.7053
Z2

A
1
3

， (2b)

Es =

 1

4

∫z4

z1

√
4P 2

s +

(
∂P 2

s (z)

∂z

)2

dz

Es0 , (2c)

Ec =

(
15

4

∫z4

z1

dz

∫z
z1

dz′
∫π
0

dϕ
P 2
s (z)P

2
s (z

′)sin2ϕ

z−z′+ l

)
×

Ec0 ， (2d)

l=

√
(z−z′)2+Ps

2(z)+Ps
2(z′)−2Ps(z)Ps(z′)cosϕ ,

(2e)

上述式 (2)中，P 2
s (z)是核表面方程；σ是原子核

单位面积的表面能；R0，A，Z和N分别是复合核的

半径、质量数、质子数和中子数；ρ0是原子核的电荷

密度；S是原子核的表面积。

3.2 鞍点和不稳定度

一般情况下，在鞍点附近，势能仅对一个自由度

是不稳定的，而对其他自由度都是稳定的。本文计算

了以 200Po为生成复合核的核反应在零角动量下的形

变势能。

如图 3至图 5所示，通过对不同参数下形变势能

数值的分析，发现本文模型下，势能 (Potential en-

ergy)随不对称度、反应核形变参量以及质心距变量

的变化是稳定的。因为势能在不对称自由度上的稳定

点是D = 0，所以势能对反应核形变参量的变化观察

对称情况下的参数β即可。如图 6所示，发现反应势

能随颈部变量 ν的增长呈现不稳定的倒谐振子形式。

所以，五参数哑铃模型中，以 200Po为生成核的核反

应中，颈部是新不稳定自由度(或者可以称之为输运自

图 3 其它变量限定时，以 200Po为生成核的核反应势能

随不对称度变量D的变化

图 4 其它变量限定时，以 200Po为生成核的核反应势能

随反应核形变参量β的变化

图 5 其它变量限定时，以 200Po为生成核的核反应势能

随质心距变量 ρ的变化
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图 6 (在线彩图)其它变量限定时，以 200Po为生成核的

核反应势能随颈部变量 ν的变化

由度)，势能上的鞍点位于D=0, β1 =β2 =0.75, ρ=

1.323232, ν=0.550527。

3.3 新奇的不稳定方向的分析

在五参数哑铃模型中，不稳定自由度是颈部变量

ν而不是通常意义下质心距自由度。具体原因如下：

(1) 库仑能和表面能的竞争；

(2) 颈部变量不是直接定义颈部的大小，而是定

义为与颈部有关的夹角或半宽度的比值。

以 200Po为生成核的核反应在鞍点附近的表面能

和库仑能随颈部变量 ν的变化如图 7所示。根据式 (1)

和式 (2)可知，势能依赖于表面能和库仑能，而表面

能仅决定于核反应系统的表面积。在哑铃模型中，原

子核反应系统的表面积随颈部的增长有一个最大值，

导致表面能的变化如图 7所示。液滴模型假设核子是

均匀分布的。而哑铃模型在其它参数锁定时，随着颈

部变量 ν的增加，体积守恒条件使得整个核反应体系

的大小量度在颈部方向上增加而在质心距方向上减

少，这导致库仑能的变化如图 7所示。因此，表面能

图 7 (在线彩图)其它变量限定时，以 200Po为生成核的

核反应表面能和库仑能随颈部变量 ν的变化

和库仑能彼此的竞争导致颈部成为不稳定自由度。

在其它模型中，有的直接定义颈部的厚度，例如，

在 {c,h,α}模型中，颈部变量h描述的是在给定长度

的核的颈部的厚度；有的不定义颈部，例如在双核模

型中，双核系统演化的一个重要特征是在复合核形成

过程中没有颈部且每个反应核保留自己的特性，即在

双核体系演化过程中，所有的施核 (通常是弹核)的核

子通过壳传递的方式转给接受核(通常是靶核)。然而，

本文模型中的颈部变量是能表示颈部大小变化的一个

比值，使得颈部变量和质心距变量在数值上相对来说

独立仅仅通过等体积条件相联系。

总之，在五参数哑铃模型中，原子核熔合反应可

被更好地描述为弹核和靶核相碰撞接触后颈部的快速

增长，颈部的增长又使得整个核反应系统的长度减少

即两个反应核靠近，最终导致原子核反应体系越过鞍

点后形成复合核。因此，与其他模型[23−24]不同，颈

部变量是我们模型中描述核反应的不稳定自由度。

3.4 形变对势能的影响

本文模型下的不稳定自由度是颈部变量 ν，而

颈部变量 ν在对称和不对称情下的定义又稍有不同。

以 96Zr+124 Sn反应为例 (如图 8所示)，在不对称度

取值为D = 0.127273时，计算的势能随颈部变量的

变化仍是不稳定的。同时计算了反应核形变量对势能

变化的影响，从图 8可见，腰对腰的核反应的位垒要

比头对头反应的位垒高，即相同条件下，弹核和靶核

腰对腰的碰撞反应相对于头对头的碰撞要克服更大的

势能位垒，也即头对头更易生成复合核，这与前人研

究工作[25−26]相符合。

图 8 不对称情况下，96Zr+124 Sn的反应势能随颈部变

量 ν的变化以及反应核形变参量对势能的影响
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4 惯性张量和粘滞张量

在五参数哑铃模型下，分别对惯性张量和粘滞张

量进行了计算。因为颈部变量的定义分两种情况，所

以分别计算了不对称度D = 0的 100Mo+100Mo的反

应和D=0.127273的 96Zr+124 Sn反应。下面给出了

球对球 ( β1 = β2 =1.0)碰撞反应情况下的张量计算结

果。

4.1 惯性张量

原子核的熔合反应是原子核体系的一种形变的动

力学过程，所以系统的集体运动的动能就显得尤为重

要。原子核反应集体运动的动能方程可以如下表示：

Ek =
1

2

∑
ij

Mij q̇iq̇j 。 (3)

从式 (3)提取惯性张量Mij。原子核的惯性能够

反映原子核体系的集体运动动能的性质，其集体动

能依赖于原子核系统的形变随时间改变，也依赖于

有效的核子交换。采用无旋不可压缩流体的Werner-

Wheeler方法[27]来具体计算惯性张量。惯性张量的具

体计算公式如下：

Mij =πmnR5
0

∫z4

z1

P 2
s (z)×{[

Ai(z,q1, q2, · · ·, qn)−
∂zc
∂qi

]
×[

Aj(z,q1, q2, · · ·, qn)−
∂zc
∂qj

]
+

1

2
BiBj

}
dz ， (4)

AiP
2
s (z)=

∫z4

z

∂Ps
2(z

′
)

∂qi
dz

′
， (5)

Bi =− Ps(z)

2
A

′

i(z,q1, q2, · · ·, qn) ， (6)

式 (4)中，m是一个核子的质量；n是核子数密

度；zc是原子核系统的质心。

由式 (4)可知，惯性张量Mij 是包含 25个分量

的对称张量，能反映惯性张量颈部性质的就是其分

量Mνν。如图 9和图 10所示，两个反应中的惯性张

量分量Mνν 随着颈部变量的变化呈现不稳定的倒谐

振子势。

图 9 球对球碰撞的 100Mo+100 Mo反应下，惯性张量分

量Mνν随颈部变量 ν的变化

图 10 球对球碰撞的 96Zr +124 Sn 反应下，惯性张量分

量Mνν随颈部变量 ν的变化

4.2 粘滞张量

耗散也是研究原子核大振幅集体运动的动力学的

重要因素，其中粘滞张量的计算尤为重要。本文采用

一体耗散模型[28]计算粘滞张量，在此模型中，原子

核能量的损失是由于核子和原子核体系壁的碰撞。原

子核熔合系统被认为是一个移动的墙，墙的移动代表

集体运动和原子核的形变。核子和墙碰撞后获得的能

量就是集体运动损失的能量，因此存在粘滞性。所以

耗散函数的具体表达式为

γij =
9

16
r0mA

4
3 vf

∫z4

z1

1√
4P 2

s +(
∂P 2

s

∂z
)2

×

(
∂P 2

s

∂qi
+

∂P 2
s

∂z
∂zc
∂qi

)(
∂P 2

s

∂qj
+

∂P 2
s

∂z
∂zc
∂qj

)
dz， (7)

式 (7)中，vf是费米速度。

由式 (7)可知，粘滞张量也是有 25个分量的对称

张量，其描述颈部性质的是分量 γνν。如图 11和图 12
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所示，粘滞张量分量 γνν随着颈部变量的增长呈现不

稳定的非单调变化。

图 11 球对球碰撞的 100Mo+100 Mo反应下，粘滞张量分

量 γνν随颈部变量 ν的变化

图 12 球对球碰撞的 96Zr +124 Sn 反应下，粘滞张量分

量 γνν随颈部变量 ν的变化

惯性张量和粘滞张量以及形变势能的计算为以后

详尽的朗之万动力学的研究打下了基础。

5 结论和讨论

本文提出了一个五参数哑铃模型来描述具有各种

不同形变的中重核的核熔合反应。在此模型下，我们

采用液滴模型计算了不同形变下的PES。发现了与其

它模型不同的不稳定自由度：即两个反应核接触后生

成的颈部变量。该新奇不稳定自由度产生的原因是：

表面能和库仑能的竞争以及模型对颈部变量的定义是

颈部夹角或颈部半宽度的比值。同时，我们计算和对

比了反应核形变参量对势能影响，分析结果与前人的

工作相符合。我们又根据不稳定自由度的两种定义情

况分别计算了核熔合反应系统动力学中的惯性张量和

粘滞张量。上述物理量的计算为以后的朗之万动力学

研究打下基础。
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Novel Unstable Degree of Nuclear Fusion or Fission

in a Five-parameter Dumbbell Model

SUN Qian1，SHANGGUAN Danhua2，BAO Jingdong1

( 1. Department of Physics, Beijing Normal University, Beijing 100875, China;

2. Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100094, China )

Abstract: The neck variable plays a key role in the dynamical processes of nuclear fusion or fission. Gen-

erally speaking, the definition for this variable is different for various parameterizations describing macroscopic

nuclear shapes. In order to investigate the effects of increased neck in nuclear fusion, we extend the dumbbell

parameterization by taking deformations of both the target and projectile into account. The potential energy

surface (PES) with different shapes of nuclei is calculated, as well as the inertia mass and friction tensors. These

calculations lay the foundation for Langevin dynamics. Analysis of the results shows that the neck variable in

the proposed five-parameter dumbbell model is an unstable degree of freedom and play an important role in

nuclear fusion.
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