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高频电压调制对同步运动的影响*

刘慧杰,罗诗裕#,邵明珠
(东莞理工学院电子工程学院,广东 东莞暋523106)

摘暋要:从系统的扰动 Hamiltonian出发,在经典力学框架内小振幅近似下,把粒子的纵向运动方

程化为 Mathieu方程,指出了由于扰动的存在,准等时同步加速器出现了一系列新的共振线。用摄

动法导出了一阶不稳定区的边界曲线和禁带宽度;指出了当粒子穿越禁带后的振幅与同步加速器

的两个不稳定点相位相等时,系统处于临界状态;并由此导出了高频电压调制振幅的临界值。
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1暋引言

暋暋1944年,苏联物理学家维克斯勒(次年,麦克

米兰)发现[1-3],在高频电场中运动的带电粒子具

有保持相位稳定的能力,并指出适当选择同步相

位,即可实现非同步粒子的能量补偿。例如,对于

能量小于转变能量的机器,可选择同步相位0<毤s

<毿/2;对于能量大于转变能量的机器,可选择同

步相位毿/2<毤s<毿。能量的补偿效应充分显现了

粒子纵向(相)运动的聚束效应。但是,由于扰动的

存在,粒子的运动将受到影响。例如,高频噪声、
电源波纹和机械振动等因素的影响。高频噪声是无

规的,频率很高;电源波纹和机械振动是周期的,
频率比较低。值得注意的是,正是这些扰动不可避

免地对粒子的同步运动产生影响。事实上,在很多

同步加速器中,人们都先后观察到了高频噪声对束

流稳 定 性 的 影 响。例 如,在 欧 洲 核 子 研 究 中 心

(CERN)的超质子同步加速器(SPS)上就曾发现

过[4],并在单频近似和线性近似下进行了描述,导

出了高频调制频率满足的临界条件。本文在小振幅

近似下,讨论了高频电压调制振幅对粒子纵运动稳

定性的影响,导出了高频电压调制振幅的临界条

件。首先,从系统的扰动 Hamiltonian出发,把粒

子的纵向运动方程化为 Mathieu方程,并用摄动法

导出了一阶不稳定区的边界曲线和禁带宽度。指出

了由于扰动存在,当粒子穿越禁带后的振幅毤=毤0

+殼毤与同步加速器的两个不稳定点(相位)相等时,
粒子处于临界状态;由此导出了高频电压调制振幅

的临界值bc。当b<bc 时,系统是稳定的,否则系

统不稳定。

2暋运动方程

暋暋 同步运动受高频 (rf)电压调制后,系 统 的

Hamiltonian可以表示为[4]

H=H0+殼H , (1)

其中无扰动系统的 Hamiltonian量为

H0=1
2毻sP2+毻s(1-con毤)。 (2)

其中,毻s= h毲eV/2毿毬2E0 是 cos毤s =1时,粒

子的同步振荡频率(毲是相移因子,V 是加速电压,

E0 是粒子能量,毬=v/c是粒子无量纲速度);毤和P
是正则变数。扰动 Hamiltonian量为

殼H=毻sbsin(毻m毴+氈0)(1-cos毤), (3)

其中b=殼V/V 是高频电压调制幅值,毻m 是高频调

制“频率暠,氈0 是高频调制信号初相位。注意到正则
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方程由

毤
·

=灥H(毤,P)
灥P

,暋P
·

=-灥H(毤,P)
灥毤

(4)

给出,令

毮=4毻2
s

毻2
m
,毰=2b毻2

s

毻2
m

,氈0=毿
2

,z=毻m毴
2

。 (5)

对于毲<0的情况,在小振幅近似(sin毤曋毤)下,
由式(1—5)可得粒子的运动方程:

d2毤
dz2 +(毮+2毰cos2z)毤=0。 (6)

方程(6)是一个标准的 Mathieu方程。一次项的系

数是毴的周期函数。根据Flogue定理,方程(6)的
解具有如下性质:

毤(z+T)=eikT毤k(z),

其中T 是周期。上式表明,函数毤(z+T)和毤k(z)
只差一个模为1的相因子。Bloch进一步证明上式

中的毤k(z)也是周期函数,其周期与外场周期相

同。设外场周期为T0,则有

毤k(z+T0)=毤k(z),

具有这种性质的波函数称为 Bloch波函数。根据

Bloch定理,粒子在周期中场运动时,它的能级将

分裂成带。

暋暋事实上,系统的稳定性与参数(毮,毰)的分布有

关。在参数(毮,毰)平面上,系统出现了一系列稳定

和不稳定区,如图1所示。当 毰 曻0时,如果毮>
0,系统是稳定的;毮<0系统不稳定。不过,随着

毰 的增加,即使毮<0,系统也可能是稳定的。由

于方程(6)包含振动部分cos2z,在毮>0的右半平

面内出现了一系列稳定区和不稳定区。当 毰 曻0
时,这些不稳定区退化为一点,且全都落在毰=0的

横轴上,这些点由

毮=n2,n=1,2,3,…

给出,并分别称为一阶、二阶、三阶等不稳定区。
注意到毮=4毻2

s/毻2
m ,可将各阶不稳定区用系统参数

表示为毻s=毻m/2,毻m,3毻m/2,… 。这就是说,由于

高频电压调制,系统的同步运动同高频调制相互作

用,在毻s=毻m/2,毻m,3毻m/2,… 处出现了共振。图

1给出了数值结果。一般说来,在参数(毮,毰)平面

上,这种稳定区和不稳定区有无限多个,但实际上,
对于具体情况只有一个或少数几个稳定区和不稳定

区起作用。下面对一阶不稳定区(毻s=毻m/2)进行分

析,并导出高频电压调制振幅的临界条件。

图1 Mathieu方程的稳定区与不稳定区(阴影区域)

3暋Mathieu方程的一阶不稳定区及其

禁带宽度

暋暋利用摄动法求解方程(6)。注意到方程(6)中的

毰是一个小参数,可将毤(z)和毮按毰展开[5-9]

毤(z,毰)=毤0(z)+毰毤1(z)+暋暋
暋暋毰2毤2(z)+……, (7)

毮=n2+毰毮1+毰2毮2+……, (8)

其中n=1,2,3,… 。将式(7)和(8)代入方程(6),
比较毰的同次幂系数,可得逐次近似方程:

毤暓0+n2毤0=0, (9)

毤暓1+n2毤1=-毮毤0-2毤0cos2z, (10)

毤暓2+n2毤2=-毮1毤1-毮2毤0-2毤1cos2z, (11)

毤暓3+n2毤3=-毮1毤2-毮2毤1-
暋暋暋暋暋毮3毤0-2毤2cos2z, (12)
汅

人们只关心n=1的一阶不稳定区和它的禁带宽度。
令n=1,由零阶近似方程求出零级近似解,代入一

级近似方程,令久期项的系数为零,可求出一级近

似方程的解和毮1 =暲1;将一级近似解代入二级近

似方程,令久期项的系数为零,可求出二级近似解

和毮2 =1/8;如此下去可求出三级近似下的毮3 =
暲1/512。注意到两条边界曲线之间的距离即为禁

带宽度,于是一阶不稳定区的禁带宽度可表示为

殼毮=2毰- 1
256毰

2。 (13)

下面对一阶不稳定区做进一步讨论,并导出系统的

临界条件。
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4暋系统的临界性质

暋暋注意到毰是小量,不失一般性,略去三次和三

次以上的项,一阶不稳定区的禁带宽度(13)可用系

统的原始参数表示为

殼毻s=b毻s

2
, (14)

在注意到粒子穿越禁带时振幅呈指数增长,设毤0是

粒子进入禁带时的“初始暠振幅,穿越禁带后的振幅

毤可表示为

毤=毤0exp(殼毻s毴), (15)

其中毴是粒子在禁带中转过的角度(或“停留暠的时

间)。当毤满足条件

毤=毤0+殼毤=毤u或

毤=毤0+殼毤=毿-毤s (16)

时,粒子处于临界状态,其中毤u 和毿-毤s 是同步运

动的两个不稳定点,毤s 是系统的同步相位。上式表

明,当粒子穿越禁带后,如果相位的振幅毤<毤u 和

毤<毿-毤s ,运动是稳定的。由式(16)和(14)可得

高频电压调制振幅的临界值:

bc= 殼Væ

è
ç

ö

ø
÷

V c
=2(ln毤u-ln毤0)

毴毻s
, (17)

或

bc= 殼Væ

è
ç

ö

ø
÷

V c
=4[ln(毿-毤s)-ln毤0]

毴毻s
。 (18)

当b<bc 时,系统是稳定的,否则系统不稳定。式

(18)给出了高频电压调制振幅的临界条件,为同步

运动的稳定性分析提供了物理学参考。

5暋结论

暋暋由于扰动的存在,对应于 Matheiu系统的一系

列不稳定区,准等时同步加速器出现了毻s=毻m/2,

毻m,3毻m/2,… 等新的共振线。这就是说,由于扰动

的存在,系统的同步运动同高频电压调制相互作

用,在毻s=毻m/2,毻m,3毻m/2,… 处出现了共振。本

文从系统的扰动 Hamiltonian出发,在经典力学框

架内和小振幅近似下,把粒子的纵向运动方程化为

Mathieu方程,利用摄动法导出了一阶不稳定区的

边界曲线和禁带宽度。指出了由于扰动存在,当粒

子穿越禁带后的相位毤=毤0+殼毤等于不稳定点相位

时,粒子处于临界状态,并由此导出了高频电压调

制振幅的临界值

bc= 殼Væ

è
ç

ö

ø
÷

V c
=2(ln毤u-ln毤0)

毴毻s
,

或

bc= 殼Væ

è
ç

ö

ø
÷

V c
=4[ln(毿-毤s)-ln毤0]

毴毻s
。

当b<bc 时,系统是稳定的,否则系统不稳定。
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EffectonSynchrotronMotionbyModulationof
HighFrequencyVoltage*

LIU Hui灢jie,LUOShi灢yu# ,SHAO Ming灢zhu
(DongguanUniversityofTechnology,Dongguan523106,Guangdong,China)

Abstract:Intheclassicalmechanicsframeandsmallamplitudeapproximation,thelongitudinalmotion
equationoftheparticlewasreducedtotheMathieuequationbasedontheperturbedHamiltonian.Itwas
pointedoutthatthereisaseriesofnewresonancelinesinquasi灢isochronoussynchrotronbytheperturba灢
tion.Theboundarycurveandthestopwidthfororderinstabilityzoneonewerederivedbythemethodof
perturbabtion.Alsoitwaspointedthatthesystemisatthecriticalpointwhenthephasebecomesequalto
thephaseoftheinstablepointforthesynchrotronafteritcrossedthestopband,andthecriticalcondition
ofthehighfrequencyvoltagemodulationwasderived.
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