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球对称非谐势阱中玻色灢爱因斯坦凝聚

Gross灢Pitaevskii方程的精确解*

王 艳,郝瑞宇
(长治学院电子信息与物理系,山西 长治046011)

摘暋要:考虑了描述玻色灢爱因斯坦凝聚的 Gross灢Pitaevskii(GP)方程,得到了在球对称非谐势阱中

玻色灢爱因斯坦凝聚 GP方程的精确亮孤子解。
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1暋引言

玻色灢爱因斯坦凝聚体具有奇特性质,通过它

可以探究原子间的相互作用力、外场等作用力对凝

聚过程及动力学的影响。目前对玻色爱因斯坦凝聚

的多数研究已把目标锁定在开发、操控和揭示宏观

量子现象上[1-12],而且随着玻色灢爱因斯坦凝聚实

验不断取得进展,与宏观量子现象相关的应用也受

到关注。而在这些应用中,对物质波孤子的操控是

一个重要课题。通过 Feshbach共振可改变原子间

的相互作用,产生吸引或排斥的玻色灢爱因斯坦凝

聚体[13-14],而且外势场也可通过各种技术手段加

以控制。在玻色灢爱因斯坦凝聚的研究过程中,通

过调节外势场来操控凝聚体已成为人们关注的焦

点.
暋暋玻色灢爱因斯坦凝聚在平均场理论框架下可以

用 Gross灢Pitaevskii(GP)方程来描述:

i淈灥氉
灥t+淈2

2m
Ñ2氉+4毿淈2a

m 氉 2氉-V(r)氉=0,

(1)

其中,毞(t,r)是凝聚体波函数;m 是原子的质量;

毩是s波散射长度,对于吸引势它取正值,对于排

斥势它取负值;V(r)是外势场。

暋暋获得不同类型 GP方程的精确解,对于研究波

色灢爱因斯坦凝聚的行为具有非常重要的意义。对

三维非谐势阱中玻色灢爱因斯坦凝聚 GP方程的解

也有过讨论[15],但没有获得精确解。在这篇文章

中,我们得到了在球对称非谐势阱中玻色灢爱因斯

坦凝聚 GP方程的精确亮孤子解,也就是玻色灢爱因

斯坦凝聚的基态波函数,而且讨论了通过调节外势

场来操控凝聚体。

2暋球对称非谐势阱中玻色灢爱因斯坦

凝聚GP方程的精确亮孤子解

暋暋先讨论在原子间相互吸引作用下的玻色灢爱因

斯坦凝聚,此时 GP方程为

i淈灥氉
灥t+淈2

2m
Ñ2氉+4毿淈2 a

m 氉 2氉-V1(r)氉=0,

(2)
其中外势场V1(r)是球对称的抛物势和高斯势联合

作用的形式:

V1(r)=毰r2+毼exp(-氁r2), (3)

其中,毰和毼分别表示抛物势和高斯势的强度,氁表

示高斯势的宽度。由于外势场V1(r)是球对称形

式,GP方程的解应具有球对称形式:

氉(t,r)=氀F(r)exp(-ikt), (4)

其中k是波数。将(4)式代入方程(2)中,得到:

k淈氀F+氀淈2

2m
Ñ2F+4毿淈2 a

m 氀3F3-

氀毰r2F-氀毼exp(-氁r2)F=0, (5)
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其中F(r)满足边界条件r曻曓,F(r)曻0。方程(5)
有高斯形式的解:

F(r)=exp(-毲r2)。 (6)

将(6)式代入方程(5)得到如下的可解条件:

氁= 2m毰
淈2 ,暋毲= m毰

2淈2 ,

氀= m毼
4毿淈2旤a旤

,暋k=3 毰
2m

。 (7)

在(7)式的条件下,球对称势阱和亮孤子解分别写

为

V1(r)=毰r2+毼exp- 2m毰
淈2 r

æ

è
ç

ö

ø
÷2 , (8)

氉(t,r)= m毼
4毿淈2旤a旤

exp- m毰
2淈2r

æ

è
ç

ö

ø
÷2 暳

exp(-i3 毰
2mt

)。 (9)

暋暋GP方程(1)适用于弱相互作用的稀薄气体,稀

薄近似的有效表征参数为在一散射体积|a|3 内粒

子数远小于1,即要求|氉(r,t)|2|a|3~m|a|2毼/4毿淈
<<1。可根据具体的实验条件来选择合适的毼值满

足此条件。选取毰值时,要同时考虑实验条件所能

提供的抛物势的强度值和高斯势的宽度值。

暋暋为了讨论问题的方便,对方程(2)以及外势场

(8)和亮孤子解(9)进行简化处理:

i灥氉
灥t+1

2
Ñ2氉+ 氉 2氉-V1(r)氉=0, (10)

V1(r)=毰曚r2+毼曚exp(-氁曚r2), (11)

氉(t,r)=氀曚exp(-毲曚r2)exp(-ik曚t), (12)

其中

毰曚=毩毰,毼曚=毬毼,氁曚= 毩淈2

m氁,毲曚= 毩淈2

m毲 ,

氀曚= 4毿淈2 毩毬
m 氀 ,k曚= 毩mk 。 (13)

(13)式中引入毩和毬 是为了使参量变为无量纲的

数,毰曚,毼曚,氁曚,毲曚,氀曚和k曚不是真实的实验参数,仅

是实验参数的反映。由(7)式和(13)式可得到:

氁曚= 2毰曚,k曚=3 毰曚
2

,毲曚= 毰曚
2

,氀曚= 毼曚 。

(14)

在(14)式的条件下,球对称势阱和亮孤子解分别写

为

V1(r)=毰曚r2+毼曚exp- 2毰曚r( )2 , (15)

氉(t,r)= 毼曚exp- 毰曚
2r

æ

è
ç

ö

ø
÷2 exp-i3 毰曚

2
æ

è
ç

ö

ø
÷t 。

(16)

暋暋采用上述方式,现在讨论在原子间相互排斥作

用下的玻色灢爱因斯坦凝聚,此时 GP方程为

i淈灥氉
灥t+淈2

2m
Ñ2氉-4毿淈2 a

m 氉 2氉-V2(r)氉=0,

(17)
其中

V2(r)=毰r2-毼exp- 2m毰
淈2 r

æ

è
ç

ö

ø
÷2 ,

氉(t,r)如(9)式所示,利用(13)式对方程(17)进行

简化处理:

i灥氉
灥t+1

2
Ñ2氉- 氉 2氉-V2(r)氉=0。 (18)

简化处理后的外势场V2(r)为

V2(r)=毰曚r2-毼曚exp(- 2毰曚r2), (19)

简化处理后的亮孤子解如(16)式所示。

暋暋由(15)式和(19)式看到,外势场中的抛物势和

高斯势是相互关联的,即调节抛物势的强度时,必
须同时调整高斯势的宽度。图1和图2表示保持高

斯势的强度不变,而改变抛物势的强度时(表示高

斯势宽度的参量也相应的改变),球对称势阱V1(r)
((15)式)和V2(r)((19)式)(在y=0,z=0处)的形

图1 球对称势阱V1(r)((15)式)的形状(在y=0,z=0处)

比较图

参数取值分别为暋毼曚=1,毰曚=1/18,毰曚=2/9和毰曚=1/2。
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图2 球对称势阱V2(r)((19)式)的形状(在y=0,z=0处)

比较图(参数取值与图1相同)

图3 基态波函数((16式)的形状比较图(参数取值与图1相

同)

图4 球对称势阱V1(r)((15)式)的形状(在y=0,z=0处)

比较图

参数取值分别为毰曚=2/9,毼曚=1/2,毼曚=1和毼曚=3/2。

状比较图,两图的参数选取得相同;图3表示选择

与图1相同的参数时,基态波函数((16)式)的形状

比较图。从图中可看到,毰曚取值越大,外势场越陡

峭,相应的基态波函数的尺度就越小,同时中心波

包也变得尖锐。也就是说,凝聚体原子云半径减

小,凝聚体范围缩小,原子数目减少。图4和图5
表示保持抛物势的强度不变,而改变高斯势的强度

时,球对称势阱V1(r)((15)式)和V2(r)((19)式)
(在y=0,z=0处)的形状比较图,两图的参数选

取得相同;图6表示选择与图4相同的参数时,基

态波函数((16)式)的形状比较图。从图中可以看

到,毼曚取值越大,外势场中心突起越高(对V1(r))或
中心越尖(对V2(r)),相应的基态波函数的振幅就

变大,同时中心波包也变得尖锐。也就是说,凝聚

体原子云半径不变,而原子的密度增加,原子的数

目增加。

图5 球对称势阱V2(r)((19)式)的形状(在y=0,z=0处)

比较图(参数取值与图4相同)

图6 基态波函数((16式)的形状比较图(参数取值与图4相

同)

3暋结论

暋暋本文通过求解球对称非谐外势场中的 GP方

程,得到了波色灢爱因斯坦凝聚的严格的高斯形式

基态波函数。不论对原子间的吸引相互作用还是排

斥相互作用,只要加上相应合适的外势场,都能得

到波色灢爱因斯坦凝聚的基态波函数;而且可以通

过调节外势场中高斯势和抛物势的强度以及高斯势

的宽度,来调节凝聚体原子云半径的大小和粒子密

度的大小,达到控制凝聚体的目的。
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ExactBrightSolitonSolutionofGross灢PitaevskiiEquation
inSphericalSymmetryNon灢harmonicTrap*
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Abstract:Inthispaper,weanalyzeGross灢Pitaevskiiequationwhichdescribesthedynamicsofabright
solitonintrappedatomicBose灢Einsteincondensates,andobtaintheexactbrightsolitonsolutionofGross灢
Pitaevskiiequationinspherically灢symmetricnon灢harmonictrap.
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