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Wigner函数的性质及其在一维无限深
势阱和一维谐振子中的应用*

徐 皓,石田君
(西北大学物理学系,陕西 西安710069)

摘暋要:首先介绍了 Wigner函数的基本性质以及以 Wigner函数为基础的相空间定态微扰理论,
然后将其应用到一维无限深势阱和谐振子。推导出一维无限深势阱所对应的 Wigner函数,而且发

现了存在于其纯态 Wigner函数中奇特的压缩效应,并利用不确定性关系给予了解释。同时计算出

一维无限深势阱和谐振子在微扰的作用下,相应 Wigner函数和能级的修正。
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1暋引言

作为和海森堡、薛定谔所创立的标准量子力学

相等效的形式,Wigner创立了相空间的量子力学

并引 入 相 空 间 准 几 率 分 布 函 数:Wigner 函 数。

Wigner函数在量子光学、凝聚态、动力学系统以及

M 理论等领域有着广泛的应用[1]。它由 Wigner和

Szilard引入作为密度矩阵在相空间的表示。它可以

完全描述量子态,可以用经典观测量的平均值来表

示量子力学的平均值,而且直接和测量有关。然而

由 Wigner和Szilard引入的 Wigner函数只相应于

密度矩阵的对角元素,而是量子力学的应用(如:微
扰理论)却需要将密度矩阵的非对角元素考虑进去,
所以 Moyal给出的与时间无关且为实的包含密度

矩阵对角元素和非对角元素的 Wigner函数被广泛

应用,其具体形式是[2]
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其中氄m 是本征方程H氄=E氄的正交归一解。这里

约定纯态的 Wigner函数fmm曉fm。

2暋Wigner函数的基本性质

用 Wigner函数来表示量子态的过程建立在一

种非对易且具有结合性的星乘运算之上:
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这种新的运算法则是 Hilbert空间中算符之间乘积

在相空间的对应。结合平移算符的性质exp(a灥x)·

h(x)=h(x+a)可以得到:
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同时星乘也决定了相空间迹的性质[3],

曇dpdxf曪g=曇dpdxfg=曇dpdxg曪f 。 (4)

这样密度矩阵的性质可以在相空间中被重新表述,
例如文献[3]中,

曇dxdpfmn(x,p)=毮mn, (5)

fmn曪fkl = 1
2毿淈毮mlfkn , (6)

曇dxdpfmn(x,p)f*
lk(x,p)= 1

2毿淈毮ml毮nk, (7)

所以一个任意的相空间函数毤(x,p)可以被展开成
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如下形式:

毤(x,p)=暺
m,n

cmnfmn(x,p), (8)

系数可以利用(7)式求得

cmn =2毿淈曇dxdpf*
mn(x,p)毤(x,p), (9)

而哈密顿量为H(X,P),本征值为En 的本征方程所

对应的 Wigner函数满足下述方程[3]:

H曪fmn =Enfmn ,暋fmn曪H=Emfmn。 (10)

3暋相空间定态微扰理论

定态微扰方法一般在 Hilbert空间中应用,但

是由于 Moyal形式的相空间量子力学和 Hilbert空

间量子力学的等效性,在相空间中同样可以独立地

计算出体系 Wigner函数和能级的各级微扰。相应

过程和 Hilbert空间中的计算过程类似,首先将系

统的哈密顿量分成自由的和所受到微扰的部分:

H=H0+毸H1。 (11)

然后利用 Wigner函数的基本性质可以得到体系能

量的一级微扰修正为[3]

E1
n =犽dxdpH1f0

n, (12)

其中f0
n 为不存在微扰时体系纯态的 Wigner函数。

体系 Wigner函数的一级微扰修正为[3]:
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其中E0
n 为不存在微扰时,体系第n个能级的能量

本征值。体系 Wigner函数的二级微扰修正为[3]:
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4暋Wigner函数的应用

4.1暋一维无限深势阱的 Wigner函数

由于许多实际问题都可以简化为一维无限深势

阱进行处理(例如:有机染料分子(多烯烃)是线性分

子,电子在整个分子里运动是自由的,在通常条件

下是不能运动到分子之外的,所以可认为电子在一

维无限深势阱中运动),而且在 Hilbert空间研究体

系发现了能量是分立谱、基态能量不为零这些经典

物理无法解释的现象,这都表明一维无限深势阱在

理论研究中有着重要的意义。下面将在相空间研究

粒子在一维无限深势阱中的运动。首先要推导出一

维无限深势阱在相空间所对应的 Wigner函数。
设质量为m 的粒子在下述势场中运动: 
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其相应 Hilbert空间本征方程的解为

氄(x)=

0,x<0(形式1)
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其中 c= 1
i 2l

。

由此可见波函数由于位置坐标x的区间的不同

而被划分为3段,即:形式1,2和3,可以判定(1)
式中 Wigner函数中被积函数有9种不同的组合。
用M灢N(M,N=1、2,3)来表示每一种不同的组

合,其中M 和N 分别代表氄n[(x-(y/2)]和氄*
m [x

-(y/2)],对于固定的x值,被积函数由一种组合

过渡到另一种组合的临界点由下列方程组决定[4]:

x暲y
2=0,暋x暲y

2=l。 (17)

暋暋上述方程的解所对应的4个点为y=暲x,y=
暲2(x-l),所以将(1)式关于y 的积分分为5段,
将其从小到大用毩=a,b,c,d,e.来表示。这样就

可以确定(1)式中的积分限和被积函数,具体方法

如下:将y=暲x,y=暲2(x-l)4个点排序,当x<
0时2(x-l)<2x<-2x<2(l-x),此时关于y的

积 分 区 域 被 划 分 为: -¥,2(x-l( ]),

2(x-l),2( ]x , 2x,-2( ]x , -2x,2(l-x( ]),

2(l-x),+( )¥ ;当x<0,-¥<y曑2(x-l)时,
由线性规划的知识可知x-y/2曒l,x+y/2曑-l,
所以M=3,N=1。同理可得其他积分限所对应的

被积函数。
所有4种不同的排序方式不同区间的被积函数
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的组合见表1:

表1暋一维无限深势阱的 Wigner函数所对应的不同积分限和被积函数

积分限和被积函数

a b c d e
x<0 (-曓,2(x-l)] (2(x-l),2x] (2x,-2x] (-2x,2(l-x)] (2(l-x),曓)

3灢1 2灢1 1灢1 1灢2 1灢3
0<x<l/2 (-曓,2(x-l)] (2(x-l),-2x] (-2x,2x] (2x,2(l-x)] (2(l-x),曓)

3灢1 2灢1 2灢2 1灢2 1灢3
l/2<x<l (-曓,-2x] (-2x,2(x-l)] (2(x-l),2(l-x)] (2(l-x),2x] (2x,曓)

3灢1 3灢2 2灢2 2灢3 1灢3
x>l (-曓,-2x] (-2x,2(l-x)] (2(l-x),2(x-l)] (2(x-l),2x] (2x,曓)

3灢1 3灢2 3灢3 2灢3 1灢3

暋暋表1显示将(1)式的积分分解成20个不同积分

限、不同被积函数的和。但由于波函数的形式1和

形式 3 都 为 零,所 以 在 这 20 个 积 分 中 只 有 当

0<x曑l/2,被积函数为2灢2型的积分f(2)
mn 和当l/2

<x曑l,被积函数为2灢2型的积分f(3)
mn 不为零,下

面就来计算它们的值。
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将x换成(l-x),即得f(3)
mn ,

f(3)
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所以一维无限深势阱的 Wigner函数为
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当m=n时,纯态的一维无限深势阱的 Wigner函数为

fn =
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其中k=p/淈,kn=n毿/l
为了进一步研究其性质,利用 Mathematics软

件作出了一系列纯态的一维无限深势阱的 Wigner
函数的三维图像,如图1和图2所示。

图1n=1时的一维无限深势阱的 Wigner函数的三维图像

(a),(b),(c),(d)分别代表l=1,2,3,100时的4种情况;第1列代表 Wigner函数的三维图像;第2列代表与第1列相应的沿p轴方

向的侧视图;第3列代表与第1列相应的沿x轴方向的侧视图。

暋暋首先从图1和图2可以看出无论是基态还是第

一激发态,而实际上对于所有的激发态,无限深势

阱内的 Wigner函数都有大于零的区域和小于零的

区域,而这些小于零的区域被认为是非经典行为的

最显著的特性[5]。特别是,对于那些震荡的负区域,
它们由干涉效应产生[6]。在三维图中,峰意味着在

相空间内的这一点,粒子出现的概率非常大,而小

于零的谷则表明在这一点粒子出现的概率为零[7]。
当n=1时,出现1个峰;当n=2时,出现2个峰,
这与实空间一维无限深势阱中粒子位置概率分布中

的峰值数相符。而且对于n确定的情况下,峰的相

对位置和数值大小与势阱的宽度l无关,这也与实

空间中位置概率分布相符。由图1和图2的第3列

可以观察到相空间的压缩效应:当势阱宽度l逐渐

变大时,在相空间中所有的峰在动量方向上被压

缩,而且l值越大,压缩的程度就越大。这种效应

可以理解为:当势阱宽度逐渐增加时,粒子坐标的

不确定度逐渐增加,由不确定性关系可知动量的不

确定度将逐渐减小,在相空间表现为 Wigner函数

被压缩。这些都表明利用相空间和实空间来解决问
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题的等效性。

图2n=2时的一维无限深势阱的 Wigner函数的三维图像

(a),(b),(c),(d)分别代表l=1,2,3,100时的4种情况;第1列代表 Wigner函数的三维图像;第2列代表与第1列相应的沿p轴方

向的侧视图;第3列代表与第1列相应的沿x轴方向的侧视图。

4.2暋一维无限深势阱的能量微扰修正

如果将一维无限深势阱放入一常电场中,其能

级结构必定发生改变,下面将用相空间微扰理论来

研究其能级的变化。考虑微扰哈密顿量 H1=x,则

由式(12)可以得到能量的一级微扰修正:

E1
n =曇

+¥

-¥
dp曇

l/2

0
dx2

hl
sinx(2p/淈-2n毿/l[ ])

2p/淈-2n毿/{ l +暋

sinx(2p/淈+2n毿/l[ ])
2p/淈+2n毿/l -

sin(2xp/淈)
p/淈

cos(2xn毿/l })x+

曇
+¥

-¥
dp曇

l

l/2
dx2

hl
sin (l-x)(2p/淈-2n毿/l[ ])

2p/淈-2n毿/{ l +

sin (l-x)(2p/淈+2n毿/l[ ])
2p/淈+2n毿/l -

sin2(l-x)p/[ ]淈
p/淈 cos2(l-x)n毿/[ ] }l x

=l
2

, (22)

上式表明,所有能级都整体上移了l/2。而应用实

空间的微扰理论可以得到:

E1
n =曇

l

0
(2/lsinn毿

lx)2xdx=l/2, (23)
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可见应用微扰理论在两种空间得到的能级的一级微

扰相同。

4.3暋相空间一维线性谐振子的能量微扰修正

一维线性谐振子的哈密顿量为

H=1
2

(p2+x2)。 (24)

为了简化起见,令m=1和氊=1,如果令淈=1,那

么关于其本征方程的能量本征值

En =n+1
2

(25)

而一维谐振子的 Wigner函数为[3]

fmn(x,p)=
(-1)m

毿
m!
n! z

n-m
2 e-z/2ei(n-m)毴Ln-m

m (z),

(26)

其中毴=arctan(p/x),z=2(x2+p2)。所以在相空

间中一维线性谐振子的哈密顿量可以被表示为

H=1
2

(x-ip)曪(x+ip)+1
2

, (27)

这里定义

a曉 1
2

(x+ip),暋暋a昄 曉 1
2

(x-ip),

所以 a曪a昄-a昄曪a=1。 (28)

利用(3)式,经简单计算后得

a曪f0=1
2

(x+ip)exp[-(x2+p2)]=0。

(29)

这样便在相空间中提供了一个真空态,而a和a昄

则类似于实空间的湮灭算符和产生算符,仿照实空

间的证明方法,可以得到下述关系:

a曪fmn = nfm,n-1 ,

a昄曪fmn = n+1fm,n+1 ,

fmn曪a= m+1fm+1,n ,

fmn曪a昄= mfm-1,n
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假设谐振子体系处于微扰 H1 =毸x2/2 时,其中

毸 烆1

此时 H1=毸
4

(a+a昄)曪(a+a昄)。 (31)

由(12)式可知一维线性谐振子能量的一级修正

E1
n =犽dxdp毸

4
(a+a昄)曪(a+a昄)曪f0

n暋暋暋暋暋暋

=毸
4犽dxdp(a+a昄)曪(nf0

nn-1+ n+1f0
nn+1)

=毸
4犽dxdp(n(n-1)f0

nn-2+

暋 (n+1)(n+1)f0
nn + nnf0

nn +

暋 (n+2)(n+1)f0
nn+2)暋暋暋暋

=毸
2

(n+1
2

)。 (32)

由(13)式一维线性谐振子 Wigner函数的一级修正

f1
n =暺

m曎n

1
E0

n -E0
m

f0
nm(曇dxdpH1曪f0

mn)[ +

暋f0
mn(曇dxdpH1曪f0

nm ])
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8

[n(n-1)(f0
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暋 (n+1)(n+2)(f0
n,n+2+f0

n+2,n)],
(33)

而由(14)式可知一维线性谐振子能级的二级修正
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2
)。

(34)

然而实际上加此微扰的谐振子仍可以精确求解,

H=1
2

(p2+x2)+1
2毸x

2

=1
2p2+1

2
(1+毸)x2。 (35)

上式与(24)式的主要差别在氊曚= 1+毸氊,所以能

量本征值

En = n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 淈氊曚= n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 1+毸淈氊

= n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 1+毸 , (36)

因为 毸 烆1,将 1+毸作二项式展开,得:
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En = n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 1+毸暋暋暋暋暋暋

= n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 1+毸

2-毸2

8+æ

è
ç

ö

ø
÷… , (37)

可见,(32)和(34)式得到的结果和相空间微扰论得

到的结果一致。

5暋结论

本文主要介绍了 Wigner函数的性质以及相空

间微扰理论;根据 Wigner函数的定义,推导出一

维无限深势阱所对应的 Wigner函数;发现了一种

存在于纯态 Wigner函数中可以用不确定性关系解

释的压缩效应;利用相空间微扰理论计算了一维无

限深势阱和一维谐振子在微扰 的 作 用 下,相 应

Wigner函数和能级的修正,其结果和 Hilbert空间

所得结果一致。
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QualitiesofWignerFunctionandItsApplicationsto
One灢dimensionalInfinitePotentialWelland

One灢dimensionalHarmonicOscillator*
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(DepartmentofPhysics,NorthwestUniversity,Xi暞an710069,China)

Abstract:Inthisarticle,thequalitiesofWignerfunctionandthecorrespondingstationaryperturbation
theoryareintroducedandappliedtoone灢dimensionalinfinitepotentialwellandone灢dimensionalharmonic
oscillator,andthentheparticularWignerfunctionofone灢dimensionalinfinitepotentialwellisspecifiedand
aspecialconstrictioneffectinitspurestateWignerfunctionisdiscovered,towhich,simultaneously,ade灢
tailedandreasonableexplanationiselaboratedfromtheperspectiveofuncertaintyprinciple.Ultimately,

theamendmentofWignerfunctionandenergyofone灢dimensionalinfinitepotentialwellandone灢dimen灢
sionalharmonicoscillatorunderperturbationarecalculatedaccordingtostationaryphasespaceperturba灢
tiontheory.
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mensionalharmonicoscillator
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