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电磁场中带电粒子在非对易相空间的能级

王亚辉，王剑华，黄文登

（陕西理工学院物理系，陕西 汉中７２３００１）

摘　要：非对易空间效应是出现在弦的尺度下的一种物理效应。首先扼要介绍了非对易相空间中的

量子力学代数、ＭｏｙａｌＷｅｙｌ乘法和广义Ｂｏｐｐ变换，然后讨论了电磁场中带电粒子的 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

算符，最后给出了其在非对易相空间中的能级情况。
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１　引言

目前，国际上超弦／Ｍ 理论中非交换几何的自

然出现，使得人们不仅能运用非交换几何的概念和

定理来有效地分析对偶性、ＢＰＳ态以及Ｄ膜动力学

等，而且更重要的是引起了人们对整个物理学理论

基础的理解和认识的深刻变革，提出了一种新的物

理时空———非对易时空。即在超微观领域（普朗克

尺度），时空坐标是非对易的，满足时空测不准原

理，从而时空点的概念失去了意义，使得描述经典

引力的黎曼微分几何不再适用，需要用一种新的时

空几何———非对易几何来描述引力。近年来非对易

几何在超弦／Ｍ 理论、杨米尔斯（ＹａｎｇＭｉｌｌｓ）理论

以及暴涨宇宙模型等领域中的应用，尤其是非对易

平直空间上的杨米尔斯理论（ＮＣＹＭ）以及非对易

几何与Ｄ膜动力学之间的密切关系等问题已引起

越来越多的重视。在弦的尺度下所出现的空间的非

对易效应在物理学界引起了极大的关注［１—１７］。研究

非对易空间问题的理论和方法主要来自量子场论，

然而，在量子力学的框架下研究一些可解模型的非

对易空间效应也是非常有意义的工作。

本文首先介绍了 ＭｏｙａｌＷｅｙｌ乘法在非对易相

空间中如何通过一个广义Ｂｏｐｐ变换（狓→^狓，狆→^狆）

把星乘转变成普通乘法的方法。在所给出的相空间

变量的对易关系中包含了空间空间和动量动量两

个方面的非对易性，并重新定义了产生和消灭算

符。利用这些对易关系和产生、消灭算符，进一步

讨论了带电粒子在电磁场中的能级情况。

２　犕狅狔犪犾犠犲狔犾乘法和广义犅狅狆狆变换

在量子力学中，如果采用自然单位制（＝犮＝

１），坐标和动量的对易关系为

［狓犻，狆犼］＝ｉδ犻犼，

［狓犻，狓犼］＝０，

［狆犻，狆犼］＝０，

犻，犼＝１，２，…，狀， （１）

将这种情况称为对易空间。但是，在弦的尺度下出

现了空间的非对易效应。在非对易相空间中，用狓^

和狆^ 来表示坐标和动量算符，它们的对易关系由下

面的公式给出［３，４］：

［^狓犻，^狆犼］＝ｉδ犻犼，

［^狓犻，^狓犼］＝ｉΘ犻犼，

［^狆犻，^狆犼］＝ｉ珚Θ犻犼，

犻，犼＝１，２，…，狀。 （２）

经过进一步的推导，可以得到非对易相空间中的坐

标狓^和动量狆^ 用对易空间中的坐标狓 和动量狆 线

性表示出来的基本形式［４］
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狓^犻 ＝α狓犻－
１

２α
Θ犻犼狆犼，

狆^犻 ＝β狆犻＋
１

２β
珚Θ犻犼狓犼

烅

烄

烆
，

犻，犼＝１，２，…，狀， （３）

其中｛Θ犻犼｝和 ｛珚Θ犻犼｝是完全反对称矩阵，α和β都是对

称矩阵，Θ珚Θ＝４αβ（αβ－１）犐，犐为单位矩阵。在非对

易空间中，定态Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程常被写成

犎（狓，狆）Ψ ＝犈Ψ， （４）

这里 ＭｏｙａｌＷｅｙｌ乘（星乘）被定义为
［３］

（犳犵）（狓）＝ｅ
ｉ
２Θ犻犼

狓
犻
狓
犼犳（狓）犵（狓）　　　

＝犳（狓）犵（狓）＋
ｉ

２
Θ犻犼犻犳犼犵狘狓犻＝狓犼 ＋…， （５）

其中犳（狓）和犵（狓）是两个任意函数。在非对易相空

间中，相应的 ＭｏｙａｌＷｅｙｌ乘（星乘）被定义为

（犳犵）（狓，狆）　　　　　　　　　　　　　

＝ｅ
ｉ

２α
２Θ犻犼

狓
犻
狓
犼
＋
ｉ

２α
２
珚Θ犻犼

狆
犻
狆
犼犳（狓，狆）犵（狓，狆）

＝犳（狓，狆）犵（狓，狆）＋
ｉ

２α
２Θ犻犼

狓
犻犳

狓
犼犵狘狓犻＝狓犼 ＋

　
ｉ

２α
２
珚Θ犻犼

狆
犻犳

狆
犼犵狘狆犻＝狆犼 ＋…。 （６）

通过一个广义的Ｂｏｐｐ变换狓→^狓，狆→^狆把星乘转

变成了普通乘法。相应的方程可以写成：

犎^（^狓犻，^狆犻）Ψ ＝ 犎^（α狓犻－
１

２α
Θ犻犼狆犼，α狆犻＋　　　　

１

２α
珚Θ犻犼狓犼）Ψ ＝犈Ψ 。 （７）

根据文献［４］的计算，（３）式可写成：

狓^犻 ＝α狓犻－
１

２α
Θ犻犼狆犼

狆^犻 ＝α狆犻＋
１

２αμ
２
ω
２
Θ犻犼狓

烅

烄

烆
犼

，

犻，犼＝１，２，…，狀， （８）

当狀＝２时，（８）式变成：

狓^１ ＝α狓１－
１

２α
θ狆２，^狆１ ＝α狆１＋

１

２αμ
２
ω
２
θ狓２

狓^２ ＝α狓２＋
１

２α
θ狆１，^狆２ ＝α狆２－

１

２αμ
２
ω
２
θ狓

烅

烄

烆
１

，

（９）

其中θ是一个表征非对易能级的小量，文献［２］曾

经指出：θ≤（１０
４ＧｅＶ）－２。

３　带电粒子在电磁场中犎犪犿犻犾狋狅狀犻犪狀

算符

下面讨论质量为μ和带电量为狇的粒子在电场

为ε（ε１，ε２，０）、磁场为犅（０，０，犅）的外场中的运

动情况。当粒子在狓狅狔平面运动时，其 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉ

ａｎ算符为

犎 ＝
１

２μ
［（狆１＋狇犅狓２）

２
＋（狆２－狇犅狓１）

２］－

狇ε１狓１－狇ε２狓２， （１０）

变形后得：

犎 ＝
１

２μ
（狆
２
１＋狆

２
２）＋

１

２μ
ω
２
犔（狓

２
１＋狓

２
２）－

ω犔犾狕－狇ε１狓１－狇ε２狓２，

其中 　ω犔 ＝
狇犅

μ
，犾狕 ＝狆２狓１－狆１狓２。　　 （１１）

４　非对易相空间中带电粒子在电磁场

中犎犪犿犻犾狋狅狀犻犪狀算符

在非对易相空间中，做一个广义Ｂｏｐｐ变换把

犎（狓，狆）→犎^ （^狓，^狆），星乘就转变成了普通的乘

法。因此，在非对易相空间中带电粒子在电磁场中

的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符为

犎^ ＝
１

２μ
［（^狆１＋狇犅^狓２）

２
＋ （^狆２－狇犅^狓１）

２］－

狇ε１^狓１－狇ε２^狓２。 （１２）

将（９）式代入（１２）式得：

犎^ ＝
１

２μ
α＋
狇犅
２α（ ）θ狆１＋ 狇犅α＋

θ
２（ ）α狓［ ］２

２

｛ ＋

α＋
狇犅
２α（ ）θ狆２－ 狇犅α＋

θ
２（ ）α狓［ ］１ ｝

２

－

狇ε１ α狓１－
１

２α
θ狆（ ）２ －狇ε１ α狓２＋１２αθ狆（ ）１ ，

（１３）

化简得：

犎^ ＝
１

２珘μ
（狆
２
１＋狆

２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

２
１＋狓

２
２）－珘ω犔犾狕－

狇ε１ α狓１－
１

２α
θ狆（ ）２ －狇ε１ α狓２＋１２αθ狆（ ）１ ，

（１４）
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其中

珘μ＝
μ

［α＋（狇犅／２α）θ］
２
，　　珘ω犔 ＝

狇犅α＋（θ／２α）

珘μ［α＋（狇犅／２α）θ］
，　　θ＝

４α
２（１－α

２）

θ
，　　犾狕 ＝狆２狓１－狆１狓２。

利用配方法改写上式，带电粒子在电磁场中的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符在非对易相空间变成为

犎^ ＝
１

２珘μ
狆１－珘μ狇ε２θ

１

２（ ）α
２

＋ 狆２＋珘μ狇ε１θ
１

２（ ）α［ ］
２

－珘ω犔犾狕＋
１

２
珘μ珘ω犔

２ 狓１－
狇ε１α

珘μ珘ω
２（ ）
犔

２

＋ 狓２－
狇ε２α

珘μ珘ω
２（ ）
犔

［ ］
２

－

１

２珘μ
珘μ狇θ

１

２（ ）α
２

（ε
２
１＋ε

２
２）－

狇
２
α
２

２珘μ珘ω
２
犔

（ε
２
１＋ε

２
２）， （１５）

令

狓′１ ＝狓１－
狇ε１α

珘μ珘ω
２
犔

狓′２ ＝狓２－
狇ε２α

珘μ珘ω
２

烄

烆 犔

，　　

狆
′
１ ＝狆１－

１

２α
珘μ狇ε２θ

狆
′
２ ＝狆２＋

１

２α
珘μ狇ε１

烄

烆
θ

。 （１６）

因为θ是一个小量，因此含有θ
２的项可以忽略，（１５）式可改写为

犎^ ＝
１

２珘μ
（狆
′２
１ ＋狆

′２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

′２
１ ＋狓

′２
２）－

狇
２
α
２

２珘μ珘ω
２
犔

ε
２
－珘ω犔犾狕 。 （１７）

５　非对易相空间中带电粒子在电磁场的能级

犎^ ＝
１

２珘μ
（狆
′２
１ ＋狆

′２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

′２
１ ＋狓

′２
２）－

狇
２
α
２

２珘μ珘ω
２
犔

ε
２
＋
狇
２
θ
２珘ω犔
ε
２
－珘ω犔（狆

′
２狓
′
１－狆

′
１狓
′
２）＋

１

２
珘μ珘ω犔狇θ（ε１狓

′
１－ε２狓

′
２）－

狇α
珘μ珘ω犔

（ε２狆
′
２－ε１狆

′
１）。 （１８）

其中

珘μ＝
μ

α＋（狇犅／２α）［ ］θ
２
，　珘ω犔 ＝

狇犅α＋（θ／２α）

珘μα＋（狇犅／２α）［ ］θ
，　θ＝

４α
２（１－α

２）

θ
，

由此可得：

犎^ ＝
１

２珘μ
（狆
′２
１ ＋狆

′２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

′２
１ ＋狓

′２
２）－

狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ －珘ω犔犾

′
狕＋

狇
２犅αθ

２
＋狇μωθ

２

２θα
２
＋狇犅θ

２
（ε１狓

′
１－ε２狓

′
２）－

狇θα
２
＋
１

２
狇
２犅θ

２

狇犅αθ＋２α（１－α
２）
（ε１狆

′
２－ε２狆

′
１）， （１９）

其中，犾′狕＝狆
′
２狓
′
１－狆

′
１狓
′
２。因为θ是一个小量，因此含有θ

２的项可以忽略，此时（１９）式可化简为

犎^ ＝
１

２珘μ
（狆
′２
１ ＋狆

′２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

′２
１ ＋狓

′２
２）－

狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ －珘ω犔犾

′
狕＋

狇θα

狇犅θ＋２（１－α
２）
（ε２狆

′
１－ε１狆

′
２）， （２０）

犎０ ＝
１

２珘μ
（狆
′２
１ ＋狆

′２
２）＋

１

２
珘μ珘ω

２
犔（狓

′２
１ ＋狓

′２
２）－

狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ －珘ω犔（狆

′
２狓
′
１－狆

′
１狓
′
２）， （２１）

犎′ ＝
狇θα

狇犅θ＋２（１－α
２）
（ε２狆

′
１－ε１狆

′
２）。 （２２）
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把（２１）式中变量狓′犻和狆
′
犻按下面的方式变换成犡犪 和犘犫（这里和后面的犪，犫＝１，２）

犡犪 ＝
珘μ珘ω犔

槡２ 狓
′
１－

１

２珘μ珘ω槡 犔
狆
′
２，　犡犫 ＝

珘μ珘ω犔

槡２ 狓
′
１＋

１

２珘μ珘ω槡 犔
狆
′
２；

犘犪 ＝
１

２珘μ珘ω槡 犔
狆
′
１＋

珘μ珘ω犔
２
狓′槡 ２，　犘犫 ＝

１

２珘μ珘ω槡 犔
狆
′
１－

珘μ珘ω犔

槡２ 狓
′
２

烅

烄

烆
。

（２３）

上面的犡犪 和犘犫满足如下的关系：

犡犪 ＝犡
＋
犪；　犘犪 ＝犘

＋
犪；　［犡犪，犡犫］＝ ［犘犪，犘犫］＝０；　［犡犪，犘犫］＝ｉδ犪犫。 （２４）

再定义消灭产生算符犃犪，犃
＋
犪 ：

犃犪 ＝槡
１

２
犡犪＋ｉ槡

１

２
犘犪，　　犃

＋
犪 ＝槡

１

２
犡犪－ｉ槡

１

２
犘犪 　犪＝１，２ （２５）

这里的犃犪 和犃
＋
犪 满足如下的关系：

［犃犪，犃犫］＝ ［犃
＋
犪，犃

＋
犫］＝０；　［犃犪，犃

＋
犫］＝δ犪犫 （２６）

粒子数算符犖犪＝犃
＋
犪犃犪 的本征值狀犪＝０，１，２，３，…，态矢量为｜ｎ〉，再把Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符写成频率珘ω犔 的

形式：

犎０ ＝珘ω犔（犃
＋
犪犃犪＋犃

＋
犫犃犫＋１）－珘ω犔（犃

＋
犫犃犫－犃

＋
犪犃犪）－

狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ ， （２７）

犎０ 的本征值是

犈０ ＝珘ω犔（犖＋１）－犿珘ω犔－
狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ ，　 犖 ＝０，１，２，３，…，　犿＝０，±１，±２，…，（２８）

将产生、消灭算符代入（２２）式得：

犎′ ＝
狇θα

狇犅θ＋２（１－α
２）
（ε２狆

′
１－ε１狆

′
２）　　　　　　 　　　　　　　　　　　

＝
狇θαε２ 珘μ珘ω槡 犔犻（犃

＋
犫 －犃犪＋犃

＋
犪 －犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］ －

狇θαε１ 珘μ珘ω槡 犔（犃
＋
犫 －犃犪－犃

＋
犪 ＋犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］

。 （２９）

根据微扰理论的方法，在犎０ 本征态｜狀犪狀犫〉的表象中计算犎′的矩阵元

犎′狀′犪狀
′
犫
，狀犪狀犫 ＝ 〈狀

′
犪狀
′
犫
狇θαε２ 珘μ珘ω槡 犔犻（犃

＋
犫 －犃犪＋犃

＋
犪 －犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］ －

狇θαε１ 珘μ珘ω槡 犔（犃
＋
犫 －犃犪－犃

＋
犪 ＋犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］

狀犪狀犫〉

＝ 〈狀
′
犪狀
′
犫
狇θαε２ 珘μ珘ω槡 犔犻（犃

＋
犫 －犃犪－犃

＋
犪 ＋犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］

狀犪狀犫〉－

　〈狀
′
犪狀
′
犫
狇θαε１ 珘μ珘ω槡 犔（犃

＋
犫 －犃犪－犃

＋
犪 ＋犃犫）

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］

狀犪狀犫〉

＝
狇θαε２ 珘μ珘ω槡 犔犻

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］
（狀犪＋槡 １δ狀′犪，狀犪＋１δ狀

′
犫
，狀犫 ＋ 狀犫＋槡 １δ狀′犫，狀犫＋１δ狀

′
犪
，狀犪 －

　 狀槡犪δ狀′犪，狀犪－１δ狀
′
犫
，狀犫 － 狀槡犫δ狀′犫，狀犫－１δ狀

′
犪
，狀犪
）－

狇θαε１ 珘μ珘ω槡 犔

２［狇犅θ＋２（１－α
２）］
（－ 狀犪＋槡 １δ狀′犪，狀犪＋１δ狀

′
犫
，狀犫 ＋

　 狀犫＋槡 １δ狀′犫，狀犫＋１δ狀
′
犪
，狀犪
）－ 狀槡犪δ狀′犪，狀犪－１δ狀

′
犫
，狀犫 ＋ 狀槡犫δ狀′犫，狀犫－１δ狀

′
犪
，狀犪
）， （３０）
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所以一级修正和二级修正分别为

犈′
（１）
＝犎

′
狀犪狀犫

，狀犪狀犫 ＝０， （３１）

犈′
（２）
＝∑

狀′

狘犎
′
狀′犪狀′犫

，狀犪狀犫狘
２

犈
（０）
狀 －犈

（０）
狀′

， （３２）

狘犎
′
狀′犪狀′犫

，狀犪狀犫狘
２
＝２ 狇θαε２ 珘μ珘ω槡 犔

狇犅θ＋２（１－α
２［ ］）

２

－　　　　

２ 狇θαε１ 珘μ珘ω槡 犔

狇犅θ＋２（１－α
２［ ］）

２

（狀犫－狀犪）。

（３３）

（３３）式中含θ
２，因为θ是一个小量，因此含有θ

２的

项可以忽略。所以

犈′
（２）
＝∑

狀′

狘犎
′
狀′犪狀′犫

，狀犪狀犫狘
２

犈
（０）
狀 －犈

（０）
狀′

≈０， （３４）

犎^ 的本征值犈 可表示为

犈＝犈
０
＋犈

′（１）
＋犈

′（２）
＋…　　　　　　

≈犈
０
＝珘ω犔（狀犪＋狀犫＋１）－

　（狀犫＋狀犪）珘ω犔－
狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ

＝珘ω犔（犖＋１）－犿珘ω犔－

　
狇
２
ε
２

２珘ω犔

α
２

珘μ珘ω犔
－（ ）θ ， （３５）

其中，犖＝０，１，２，３，…，犿＝０，±１，±２，…。

（３５）式表示的是非对易相空间中带电粒子在电磁场

中的能级。零点能量绝对值不是珘ω犔，而是珘ω犔－

狇
２
ε
２

２珘ω（ ）
犔

α
２

珘μ珘ω（ ）
犔

－［ ］θ 。零点能依赖参数α。当α趋近

于１时，θ趋近于０，结果就从非对易相空间回到了

非对易空间。进而可以从非对易空间回到对易空

间。

６　讨论

在本文中我们采用了一个广义Ｂｏｐｐ变换，通

过犎（狓，狆）→犎^（^狓，^狆）来实现在非对易空间中的

ＭｏｙａｌＷｅｙｌ 乘 法 （星 乘 ）的 方 法， 给 出 了

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程在非对易相空间的基本形式。根

据空间空间和动量动量两个方面的非对易性，进

一步讨论了非对易相空间中带电粒子在外加电磁场

的能级情况。非对易相空间参数θ与α 的关系由θ

＝４α
２（１－α

２）／θ 给出，文献 ［２］指出θ≤ （１０
４

ＧｅＶ）－２。所得到的结果在α趋近于１（等价于θ趋

近于零）的极限情况下，回到非对易空间的结果。

空间的非对易效应是超弦场论的重要结果。目

前，这方面的研究在理论物理学界引起了广泛的关

注，成了热门的研究课题之一。然而，尽管人们对

非对易空间量子力学问题的研究已取得了一些成

果，但是还有很多的工作需要我们去做，非对易空

间和非对易相空间问题在物理学各个层面的理论和

实验探讨都是非常必要和有意义的。
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