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Lindhard势与形变超晶格系统的共振现象*

邵明珠,罗诗裕#

(东莞理工学院,广东 东莞暋523106)

摘暋要:假设超晶格“折沟道暠对粒子的作用等效为形状相似的周期调制;利用 Lindhard展开势,
并在小振幅近似下,将面沟道粒子的运动行为化为了具有硬特性的弹簧振子。利用多重尺度法分析

了共振线附近的粒子运动行为,讨论了系统的主共振、子共振和超共振。计算了超晶格“折沟道暠临
界斜率与系统参数之间的关系,为研究超晶格光磁电效应提供了理论分析。
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1暋引言

当带电粒子沿着晶体某些方向(特别是低晶面

指数方向)运动时,就像进入了一条通道一样很容

易穿透到晶体内部,这个现象称为沟道效应。经典

物理学证明,在电磁场中运动的带电粒子,只要它

的加速度不为零,就要自发地向外辐射电磁波。在

晶格场中运动的带电粒子也不例外,强大的晶格场

可以使辐射能量达到很高。作沟道运动的带电粒子

将不断向外辐射能量,这种辐射称为沟道辐射。带

电粒子的沟道辐射是由粒子横向运动引起的,对于

10MeV的正电子,辐射能量可达keV量级。
带电粒子的沟道效应和沟道辐射是人们发现的

重要现象之一。由此发展起来的沟道技术在固体物

理和原子核物理中得到了广泛应用,而且还成功地

用来研究了形(应)变超晶格系统[1—3],并成为一门

活跃的研究领域。所谓超晶格就是将两种晶格常数

不同的材料交替生长而形成的多层薄膜结构。正是

由于超晶格的特殊几何结构,引起了人们对它的关

注。由于超晶格材料的组分和层厚等均可以人为控

制,所以可望得到均匀半导体材料所不具有的光电

特征。
与平面沟道运动不同,在超晶格沟道中运动的

粒子,由于不断受到“折沟道暠对它的作用,它的横

向动量在界面处发生突变。其效果等效于在直沟道

中运动的粒子受到如“折沟道暠相似的相互作用势的

调制。文献[4—6]对超晶格的位错动力学和粒子动

力学问题作过分析,本文从一般运动方程出发,把

“折沟道暠对粒子的作用等效为面沟道粒子受到与

“折 沟 道暠形 状 类 似 的 周 期 调 制,利 用 林 哈 德

(Lindhard)势,并在小振幅近似下,把粒子运动方

程化为具有硬弹簧特性的 Duffing方程,利用摄动

法求出了系统的近似解,并讨论了共振线附近粒子

运动行为。为超晶格光磁电性质的研究提供了理论

分析。

2暋Lindhard势和粒子运动方程

选择沟道中心为坐标原点,过原点作一平面与

晶面平行,这个平面称为沟道的中心平面,引入直

角坐标系i,j和k,设相应的坐标分量为x,y和z,
其中i与中心平面(或晶面)垂直,j和k 位于中心

平面内,且k与粒子运动方向平行。严格地说,沟

道粒子的运动问题是一个三维问题,考虑到晶体的

平移对称性,坐标y将不出现;如果粒子在i方向

的能量不是太大(即略去晶格热振动和电子多重散

射的影响),则粒子在k方向的运动是守恒的,这时

粒子的行为完全由i方向的运动决定,从而把三维

问题简化为一维问题。再注意到超晶格的沟道不再

是直沟道,而是呈锯齿状的“折沟道暠,我们假设粒

子在折沟道中的运动行为可以等效为粒子在直沟道

中的运动,再加上形状与“折沟道暠相似的周期调
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制。于是,在经典物理框架内,粒子运动方程可表

示为[7—10]

m0毭d2x
dt2 +2毺0

dx
dt +dV(x)

dx =氈
dW(z)

dz
, (1)

其中,V(x)是粒子灢晶体相互作用势;氈是折沟道与等效势之间的比例因子;2毺0(dx/dt)

是由于沟道粒子与沟道内部电子云相互作用产生的耗散项,2毺0 是耗散(阻尼)系数;z=

vt(v是粒子纵向运动速度);m0是粒子静止质量;毭是相对论因子;W(z)是与折沟道相似

的周期势。 对于薄层等厚的超晶格,如果层厚为l,则 W(z)是以2l为周期的锯齿形函

数,且在一个超晶格周期(2l)内,有

曇2l
0

W(z)dz=0。 (2)

文献[7]在正弦平方势力情况下,把方程(1)化为

d2毼1
d氂2 +sin毼1 = -2毺

d毼1
d氂 - 灦

p=1
cpsin(毟氂), (3)

其中参数意义见文献[7],并用 Melnikov方法讨论了系统的混沌行为。本文从 Lindhard势

出发[1],方程(3)的求和只保留1项,讨论单频激励下系统在共振线附近的行为。

Lindhard势由

V(X)=K1W(X)=K1[(1+X)2+D]1/2+

[(1-X)2+D]1/2-2 (4)

给出,其中

X =2 x
dp

,暋K1 =毿Z1Z2e2Nd2p,

D =4c2a2
d2p

,c煹 3 , (5)

而dp 是相邻晶面间距,a为托马斯灢费米屏蔽距离,Z1和Z2是入射粒子和晶体原子的原

子序数,e是电子电荷,Ndp 是晶体原子面密度。将 Lindhard势展开到4次项,并注意到

方程(3)的求和只保留1项,则方程(1)可化为 Duffing方程

d2毼
d氂2 +氊20毼= -2毺

d毼
d氂 -毩毼3+Kcos(毟氂), (6)

其中

毼=2毿x
dp

,暋氂=毮1/2t,暋毮=8a1K1
m0毭d2p

, (7)

毺= 毺0
毮1/2

,暋毟p = p氊v
毮1/2

,暋毩= 2a2
毿2a1

, (8)

氊0 =1,暋cp =2毿氈bp氊
mdp毮

, (9)

K =c1,暋 毟氂= 毿
2 +毟1氂, (10)

其他参数由文献[7]给出。

下面用摄动法求出系统的近似解,并讨论共振线附近粒子的运动行为。

3暋主共振(毟曋氊0)
为了表示方程(6)中各项的大小,引入小参数

毰。 当系统(6)式中的受迫项大小为O(毰)量级时,
系统将存在毟1 曋氊0 的主共振,其中毰是小量。 为

此,假设方程(6)中的2毺晍毼,毩毼3 和Kcos(毟t)项的

大小均是O(毰)数量级,其他项是O(1)数量级,则

形式上可将方程(6)改写为

暓毼+氊2
0毼=-2毰毺晍毼-毰毩毼3+毰Kcos(毟t),暋

(11)

式中毰只表示该项大小,只需在结果中令毰=1即可

回到原来状态。

3.1暋摄动解

利用多重尺度法[11],把方程(6)的解按不同的

时间尺度展开

毼(T,毰)=毰0毼0(T0,T1)+毰1毼1(T0,T1)+… ,
(12)

式中,毰0=1,毰1=毰,T0=t,T1=毰t。 因为我们只

关心共振线附近的粒子运动行为,可引入解谐因子

氁描写粒子离开共振线的程度。 于是毟 可表示为

毟=氊0+毰氁 , (13)

式中氁=O(1),而

毟t=氊0T0+氁T1。 (14)

将(12)和(14)式代入(11)式中,并分别令毰0 和毰1 的

系数相等,可得

D2
0毼0+氊2

0毼0=0,

D2
0毼1+氊2

0毼1= -2D0D1毼0-2毺D0毼0-毩X3
0 +

暋Kcos(氊0T0+氁T1), (15)

式中Dn =灥/灥Tn,解方程(15)可得方程(11)的一级

近似解:

毼=acos(氊0t+氁T1-毭)+O(毰), (16)
其中a和毭 由方程

a曚=毺a+1
2

K
氊0

sin毭 ,

a毭曚=氁a-3
8

毩
氊0

a3+1
2

K
氊0

cos毭 (17)

给出。从方程(11),(16)和(17)可以看出,求二阶

微分方程(11)的问题转化为求两个一阶微分方程

(17)的问题。但是,由于方程(17)的右边既是a的

函数,又是毭的函数,要把它积分到最终形式仍然

是很困难(甚至是不可能)的。不过,根据彭加勒

(Poincare)定理,对方程(17)不进行积分也可得到

若干重要结果,比如,它的静态 (a曚=毭曚=0)解就十

分重要。

3.2暋静态解

当a曚=毭曚=0时,方程(15)化为

毺a=1
2

K
氊0

sin毭 ,

氁a-3
8

毩
氊0

a3=-1
2

K
氊0

cos毭 。 (18)
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于是静态解可表示为

毼=acos(毟t-毭)+O(毰), (19)

式中a和毭 由方程(18)给出。由方程(18)可得系统

的非线性频率响应曲线(共振曲线)

氁=3
8

毩
氊0

a2暲 K2

4氊2
0a2 -毺

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/2

。 (20)

数值分析表明,共振曲线向右弯曲;同时,当频率

从大到小或从小到大变化时,系统出现跳跃现象,
如图1所示。图中纵坐标是无量纲振幅,横坐标是

无量纲的解谐因子。

图1暋系统的非线性频率响应曲线

选择参数K =0.5,毺2 =0.1,毩=1,氊0 =1。

3.3暋稳定性

为了讨论静态解的稳定性,令

a=a0+a1,毭=毭0+毭1, (21)

式中,a0 和毭0 是系统的静态解,满足方程(18),而

a1 和毭1 是离开静态解的任意小量。 把方程(21)代

入方程(17),并按小量a1 和毭1 展开,保留线性项可

得

a曚
1=-毺a1+ K

2氊0
cos毭æ

è
ç

ö

ø
÷0 毭1,暋暋

毭曚
1=- 3毩a0

4氊0
+ K

2氊0a2
0
cos毭æ

è
ç

ö

ø
÷0 a1-

K
2氊0a0

sin毭æ

è
ç

ö

ø
÷0 毭1。 暋暋 (22)

系统的稳定性与下列本征方程

毸2+2毺毸+殻=0 (23)

的本征值有关,其中

殻= 氁-3毩a3
0

8氊
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
氁-9毩a2

0

8氊
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
+毺2。 (24)

当殻>0时,系统是稳定的;当殻<0时,系统是不

稳定的;当殻=0时,系统处于临界状态。

4暋超共振与子共振

如果方程(6)中的受迫项不是小量,而是O(1)
量级时,系统将存在超共振毟p =氊0/3和子共振毟p

=3氊0。 下面讨论这两条共振线附近的行为。首先

讨论超共振。

4.1暋超共振(毟1曋氊0/3)

我们关心的是共振线附近的行为。于是,可取

3毟=氊0+毰氁作为研究对象,其中氁为解谐参数。
当方程(6)的右端项K 的量级为O(1),而不是

O(毰)时,系统的零级近似和一级近似解满足的方

程就不再是方程(15),而是

D2
0毼0+氊2

0毼0=Kcos(毟T0),

D2
0毼1+氊2

0毼1=(-2i氊0A曚-2i氊0毺A-暋暋暋暋
3毩A2煆A+6毩A毇煀毇)ei氊0T0 +
毩毇3ei氊0T0ei氁3T1 +C.C , (25)

其中,C.C表示前面各项的共轭项,A=aei毬/2,A曚
=a曚ei毬/2+ia毬曚ei毬/2,字母右上角一撇表示对时间的

微商,而

毇=K
2

(氊2
0 -毟2)-1。 (26)

为了消去方程(25)中的长期项,只须令

-2i氊0A曚-2i氊0毺A+6毩A毇2-3毩A2煆A+毩毇3ei氁T1 =0
(27)

即可。仅当实数项和虚数项之和分别为零时上式成

立,即

氊0a毬曚+3毩a 1
8a2+毇æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-毩毇3cos(氁T1-毬),

氊0a曚+氊0毺a=毩毇3sin(氁T1-毬)。 (28)

令氁T1-毬=毭3,则毭曚
3=氁-毬曚,代入上式,有

a曚=-毺a+毩毇3

氊0
sin毭3,

a毭曚3=氁a+3毩a
氊0

毇2+1
8aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +毩毇3

氊0
cos毭3。 (29)

我们关心的仍然是静态解,即a曚=0和毭曚=0。 由

(29)式可得

·042· 原 子 核 物 理 评 论 第24卷暋



毺a=毩毇3

氊0
sin毭3,

氁+3毩
氊0

毇2+1
8aæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2 a=-毩毇3

氊0
cos毭3。 (30)

两式平方相加,可得频率响应方程

氁=-毩3毇2

氊2
0

+3a2

8氊
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
暲 毩2毇6

氊2
0a2 -毺

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/2

。 (31)

精确到一级近似,系统的解可表示为

毼=acos[3(毟t-毭)]+ K
氊2

0 -毟2cos(毟t)+O(毰),

(32)

而系统的临界参数则可由(26)和(31)式表示为

KC =2
3

(氊2
0 -毟2)氁氊0

毩 -9a2
0æ

è
ç

ö

ø
÷

16
1/2

。 (33)

4.2暋子共振 (毟曋3氊0)

类似地,取毟=3氊0+毰氁作为考察对象,其中氁
为解谐参数。 由于同样的原因,系统的零级近似和

一阶近似解满足的方程就不再是方程(15),而是

D2
0毼0+氊2

0毼0=Kcos(毟T0),

D2
0毼1+氊2

0毼1=(-2i氊0A曚-2i氊0毺A+6毩A毇煀毇+
3毩A2煆A+3煆A2毇ei氁T1)ei氊0T0 +C.C 。 (34)

为消去长期项,只须令

-2i氊0A曚-2i氊0毺A+6毩A毇煀毇+
3毩A2煆A+3毩煆A2毇ei氁T1 =0 (35)

即可。分别取其实部和虚部为零,有

a毬曚氊0+3毩a 毇2+1
8aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

-3毩
4毇a2cos(氁T1-3毬),

氊0a曚+毺a氊0=3毩
4毇a2sin(氁T1-3毬)。 (36)

令毭2=氁T1-3毬,则毭曚2=氁-3毬曚,并代入式(36)中,
可得

a曚=-毺a+ 3毩
4氊0

a2毇sin毭2,

毭曚2=氁+9毩
氊0

毇2+1
8aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 + 9毩
4氊0

毇acos毭2。 (37)

考虑静态解,即a曚=0,毭曚2=0,(37)式化为

毺=3毩
4氊0

毇asin毭2,

氁2

3+3毩
氊0

毇2+1
8aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-3毩
氊0

毇acos毭2。 (38)

两式平方相加,可得系统的频率响应方程

9毺2+ 1
16

氁+9毩毇2

氊0
+9毩a2

8氊
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

2

=81毩2毇2

16氊2
0
a2,(39)

此式为a2 的2次方程。系统的一级近似解由

毼=acos 1
3

(毟t-毭é

ë
êê

ù

û
úú)+ K

氊2
0 -毟2cos(毟t)+O(毰)

(40)

给出。而临界参数则可由(26)和(39)式表示为

Kc= 2(氊2
0 -毟2) 氁氊0

9毩
=8氊0氁 氁氊0

9毩
。

(41)

5暋结果和讨论

从(33)和(41)式可以看出,仅当参数满足临界

条件时,系统才是稳定的。我们以子共振为例,分

析系统的临界特征。由(31)式和文献[7—10]以及

文献 [7]中 的 (6)式,并 注 意 到 氊 = (2毿v/l)·

m0毭/K1 (K1 是Lindhard势有效深度),可得超晶

格锯齿形“折沟道暠的临界斜率

毷c= 毿2

氈dpv
3
氁K1毬1

2
3m

。 (42)

注意到斜率毷直接与超晶格的形变参数有关,由

此,可进一步描述超晶格的光磁电特征。

6暋结论

我们在经典物理框架内,把超晶格“折沟道暠对
粒子的作用等效为面沟道粒子受到与“折沟道暠形状

类似的周期调制,利用Lindhard势,在小振幅近似

下,把粒子运动方程化为了具有硬弹簧特性的 Duf灢
fing方程,利用多重尺度法分析了系统的主共振、
子共振和超共振;讨论了粒子在共振线附近运动的

非线性行为;从系统的临界特征出发导出了系统的

临界参数,为超晶格光磁电性质的研究提供了理论

分析。
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LindhardPotentialandResonanceinStrainedSuperlattice*

SHAO Ming灢zhu,LUOShi灢yu#

(DongguanUniversityofTechnology,Dongguan523106,Guangdong,China)

Abstract:Itisassumedthataperiodicmodulationisequivalenttothedeflectedchannelofthesuperlat灢
tice.InthesmallamplitudeapproximationtheparticlemotionequationhasbeenreducedtotheDuffing
equationwithahard灢springpropertiesbyusingLindhardexpandedpotential.Themainresonance,the
sub灢harmonicresonanceandthesuper灢harmonicresonancehavebeenanalysedbythemulti灢scaletech灢
nique.Thecriticalparameterofthedeflectedchannellinghasbeencalculated,theresultsprovidedatheory
analyseforthephoto灢magneto灢electriceffectsofthesuperlattice.

Keywords:Lindhardpotential;superlattice;nonlinearity;resonance
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