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摘　要：量子色动力学（ＱＣＤ）求和规则是强子物理研究中的一种重要的非微扰方法，已经成为强

子物理与核物理研究中有力的工具。简单介绍了ＱＣＤ求和规则的基本概念、方法与应用，特别讨

论了ＱＣＤ求和规则近年来的发展和与之相关的一些前沿问题。
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１　引言

现在，量子色动力学（ＱＣＤ）被认为是描述强作

用的基本理论。由于 ＱＣＤ的渐近自由性质，在短

距离和大动量转移时，夸克胶子相互作用的耦合

常数αｓ 变得很小，它们之间的相互作用可以按αｓ

作微扰展开。根据这一方法得到的结果与实验符合

得很好。反之，大距离时强子内部夸克之间的相互

作用变得很强，以致不能进行微扰展开。在这种情

况下，只能利用非微扰方法才能得出有意义的结

果。

　　较早提出的非微扰方法有瞬子模型、格点

ＱＣＤ等。由Ｓｈｉｆｍａｎ，Ｖａｉｎｓｈｔｅｉｎ和 Ｚａｋｈａｒｏｖ于

２０世纪７０年代末提出的ＱＣＤ求和规则是另一种

非微扰途径［１］。ＱＣＤ求和规则的基本思想是从渐

近自由出发解决束缚态问题，即从短距离开始，趋

向大距离，这时禁闭效应变得重要，渐近自由开始

被破坏，反映夸克与胶子禁闭在强子内部的共振态

出现。渐近自由的破坏由 ＱＣＤ真空非微扰效应引

起的幂次修正表现出来。这些修正是通过夸克与胶

子凝聚算符的真空平均值

〈０狘珔狇狇狘０〉，　 〈０狘犌
犪
μν犌

犪
μν狘０〉 （１）

引入的，其中狇是夸克场，犌
犪
μν
是胶子场强张量。在

标准的微扰论中，取犜乘积后，上述矩阵元为零。

　　ＱＣＤ求和规则把强子的可观测量转变成描述

ＱＣＤ真空性质的参数，从而使人们能够回答有关

强子性质的问题。它与利用组分夸克表述的模型相

关的处理不同，在 ＱＣＤ求和规则中，强子用流表

示，然后引入这些流的关联函数，在算符乘积展开

的框架内处理。其中短距离与长距离的夸克胶子

相互作用是分开处理的：前者用ＱＣＤ微扰论计算，

后者则由真空凝聚作为参数来表示。再根据关联函

数的解析性质，把算符乘积展开中的 ＱＣＤ参数与

一个含有强子谱函数的色散积分联系起来，这样就

得到一个ＱＣＤ参数与强子物理量的表达式，从而

得到求和规则［２］。这种方法得到的求和规则允许人

们计算强子的基态性质。

　　本文第２节从 ＱＣＤ求和规则方法的基本工

具———算符乘积展开开始，介绍常见的各种流的算

符乘积展开，第３节在此基础上得到 ＱＣＤ求和规

则，第４节和第５节分别扼要地介绍 ＱＣＤ求和规

则方法在强子物理与核物理中的应用以及这一方法

的最新进展。

２　算符乘积展开
［３］

　　ＱＣＤ求和规则的出发点是算符乘积展开。考

虑两个流犼μ，犼ν的犜 乘积，其中犼μ和犼ν是轻夸克流

或重夸克流。假设在大的外动量狇或对一个很大的
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内质量犿ｈ，犼μ，犼ν的犜 乘积可作算符乘积展开：

ｉ∫ｄ狓ｅ
ｉ狇狓犜｛犼μ（狓），犼ν（０）｝＝

（狇μ狇ν－狇
２
犵μν）∑

犱

犆犱（狇
２）犗犱 ， （２）

其中犆犱（狇
２）是展开系数，犗犱 是由轻夸克场（ｕ，ｄ，

ｓ）或胶子场构造的局域算符，一般由它们的

Ｌｏｒｅｎｔｚ自旋与维数犱来分类。实际计算中，通常

只考虑Ｌｏｒｅｎｔｚ自旋为零的算符，因为只有这些算

符的真空平均值有贡献。维数增加，就意味着出现

更多μ
２／犙２ 或μ

２／４犿２ｈ的幂次项，其中μ是由犗狀 的

矩阵元带来的某个典型的强子质量。常用的犱≤６、

Ｌｏｒｅｎｔｚ自旋为零的算符为
［１］

犐（单位算符），　　 　 　犱＝０

犗犕 ＝珔ψ犕ψ，　　 　　　犱＝４

犗犌 ＝犌
犪
μν犌

犪
μν
，　 　　　犱＝４

犗σ＝珔ψσμν狋
犪珮犕ψ犌

犪
μν
，　犱＝６

犗Γ ＝珔ψГ１ψ
珔
ψГ２ψ，　 　犱＝６

犗犳 ＝犳
犪犫犮犌犪μν犌

犫
νγ犌

犮
γμ
，　犱＝６ （３）

其中，犌犪μν是胶子场强张量；狋
犪 是作用在色空间上的

ＧｅｌｌＭａｎｎ犛犝（３）矩阵，根据条件 Ｔｒ（狋犪狋犫）＝２δ
犪犫进

行归一化；σμν＝（１／２）ｉ［γμ，γν］（γμ和γν为Ｄｉｒａｃγ

矩阵）；犕 和珮犕 是味（ｕ，ｄ，ｓ）空间的矩阵，其矩阵

元正比于夸克质量；Г１，２表示作用在夸克场的色、

味以及自旋指标上的矩阵。

　　 算符乘积展开的系数犆犱（狇
２）在大动量转移下

根据微扰计算确定。由于 ＱＣＤ的渐近自由性质，

这些系数根据可靠的计算得到，而算符的矩阵元，

则由唯象计算确定。实际应用中，尽管处理的夸克

流各不相同，但是它们的算符乘积展开式都具有相

近的形式。下面介绍常用夸克流的算符乘积展开，

进而在展开式的基础上，利用必要的数学工具，得

到ＱＣＤ求和规则。

２．１　关于算符乘积展开的讨论

　　在进行如（２）式那样的算符乘积展开时，其可

行性是值得讨论的。因为在展开中包含了非微扰效

应，而算符乘积展开依赖于根据Ｆｅｙｎｍａｎ图的微

扰计算。Ｓｈｉｆｍａｎ等
［１］认为，如果只考虑（２）式中的

最前面几项，即使在非微扰效应出现的情况下，这

样的展开还是有效的，但在犙－２的高阶项，这样的

展开就被破坏了。对展开式取真空平均，还可给出

高阶的非微扰效应，即非微扰效应导致展开中除珔ψψ

与犌犪μν犌
犪
μν
外，其它算符也具有非零的真空平均值。

在ＱＣＤ中，非微扰项的作用是两方面的：（１）它们

导致非零的真空平均值，如 〈０｜犌
犪
μν犌

犪
μν｜０〉等，在

标准的微扰论计算中，通过适当的定义，它们的真

空平均值为零；（２）它们破坏了算符乘积展开，即

从某个临界幂次 犙犱ｃｒ开始，展开失效。鉴于此，

ＱＣＤ求和规则认为，对于纯 ＹａｎｇＭｉｌｌｓ场，可以

找到一个临界维数，到这个临界维数为止，如（２）式

的展开是有效的。

　　此外，在承认能够进行（２）式那样的展开后，其

物理意义是什么呢？前已述及，由于 ＱＣＤ的渐近

自由性质，在短距离时，能够进行微扰论计算，相

应的贡献反映在展开系数中；而在大距离时，必须

用非微扰方法计算其相应的贡献。当引入（１）式的

真空平均值后，能够把长距离贡献参数化为真空矩

阵元。简而言之，通过（２）式的处理后，可将短距离

与长距离的贡献分开来考虑：短距离的贡献用微扰

论处理，长距离的贡献则用珔ｑｑ和犌
犪
μν犌

犪
μν
的真空平

均值表示出来。

２．２　重夸克展开
［１］

　　由于重夸克不存在夸克凝聚，它的算符乘积展

开比较容易处理。不失一般性，考虑ｃ夸克矢量流

犼
（ｃ）

μ ＝珋犮γμ犮， （４）

与之相应的展开式形式上可以写为

ｉ∫ｄ狓ｅ
ｉ狇狓犜｛犼

（ｃ）

μ
（狓），犼

（ｃ）
ν （０）｝＝

（狇μ狇ν－狇
２
犵μν）（犆犐犐＋犆犌犗犌＋…）， （５）

其中犆犐，犆犌，……是与算符犐，犗犌，……对应的展

开系数，算符犐，犗犌，……的定义式见（３）式，这里

的省略号表示维数更高的算符。在αｓ 最低阶近似

下，（５）式由图１所示的Ｆｅｙｎｍａｎ图给出。

图１ 夸克流引起的真空极化图

实线和波纹线分别表示夸克和光子。

　　对于犆犐，与之相应的结果可以用色散关系表

示为
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犆
（０）
犐 ＝－

犙２

π∫
Ｉｍ犆

（０）
犐 （狊）

狊（狊＋犙
２）
ｄ狊，

Ｉｍ犆
（０）
犐 ＝

１

４π

ν（３－ν
２）

２
（狊－４犿

２
犮），

ν＝ １－
４犿２ｃ

槡 狊
。 （６）

为了计算犆犌，对展开（５）式求夸克态与胶子态的平

均值。这样，在耦合常数的最低阶近似时，除了犌２

外，其它所有算符对应的平均值都为零，于是得到

图２所示的Ｆｅｙｎｍａｎ图。

图２ 算符乘积展开中给出的犌犪μν犌
犪
μν
的图

实线、波纹线和虚线分别表示夸克、光子和胶子。

　　对图２直接计算得到：

犆犌（犙
２）＝

αｓ
１２π

１

４犙２
３（犪＋１）（犪－１）

２

犪２［ ×

１

２槡犪
ｌｎ槡犪＋１

槡犪－１
－
３犪２－２犪＋３

犪 ］２
， （７）

其中犪＝１＋４犕２ｃ／犙
２，犙２＝－狇

２。对于犆犕，犆犳，犆Γ

和犆σ等，它们只出现在αｓ 的更高阶项中，其贡献

可以忽略。

２．２　轻夸克矢量流
［１］

　　为明确起见，考虑具有ρ介子量子数的流：

犼
（ρ）

μ ＝
１

２
（珔狌γμ狌－珚犱γμ犱）， （８）

引入一个大的外动量狇（－狇
２＝犙２μ

２），它的算符

乘积展开形式上可以写为

ｉ∫ｄ狓ｅ
ｉ狇狓犜｛犼

（ρ）

μ
（狓），犼

（ρ）

ν （０）｝＝ 　　　　

（狇μ狇ν－狇
２
犵μν）×（犆犐犐＋犆犌犗犌＋

犆犕犗犕 ＋犆σ犗σ＋犆犳犗犳）， （９）

其中的算符犗犻由（３）式给出，并且忽略了犙
－２的更

高阶项。对于轻夸克，它们的真空凝聚不为零，这

是与重夸克不同的地方。在零阶αｓ 时，系数犆犐 与

犆犕 均不为零，与之相应的Ｆｅｙｎｍａｎ图分别见图１

和图３（ａ）。计算得到：

犆
（０）
犐 ＝－

１

８π
２ｌｎ
犙２

μ
２
，

犆
（０）
犕 犗犕 ＝

１

２犙４
（犿ｕ珔狌狌＋犿ｄ珚犱犱）， （１０）

它们的αｓ的一阶修正比较小，可以略去。

图３ 与犗犕 相应的图

（ａ）最低阶，（ｂ）单圈修正。

　　计算系数犆犌 的图仍然是图２，它的计算可以沿

用计算重夸克中的处理方法，所不同的是对于轻夸

克，算符犿ｑ珔狇狇对双胶子矩阵元也有同样的αｓ阶的

贡献。把这两种效应分别考虑之后，得到：

犆犌犗犌 ＝
αｓ
２４π犙

２犌
犪
μν犌

犪
μν
。 （１１）

下面考虑算符ｉ犿ｑ珔狇σμν狋
犪
狇犌

犪
μν
与珔狇Γ狇珔狇Γ狇的系数。

系数Ｃ
（０）
σ 通过与图４相联系的矩阵元得到。

图４ 与犗σ 相应的图（最低阶）

　　经过计算得出：

犆
（０）
σ 犗σ＝

ｉ犵ｓ
１２犙８

（犿３ｕ珔狌σμν狋
犪狌＋犿

３
ｄ
珚犱σμν狋

犪犱）犌犪μν 。

（１２）

可以看出，犆
（０）
σ 包含一额外的犿２

ｑ／犙
２ 项，因而被严

重地压低了，所以算符珔ψσμν狋
犪

ψ犌
犪
μν
所起的作用并不

大。

　　而四费米子算符珔ψГψ
珔
ψΓψ则不同，与之相应的

Ｆｅｙｎｍａｎ图用图５表示。

图５ 轻夸克流展开中与四费米子算符对应的图

　　对图５（ａ）计算得到：
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－
犵
２
ｓ

８犙６
（珔狌γμγ５狋

犪狌－μ
珚犱γμγ５狋

犪犱）·

（珔狌γμγ５狋
犪狌－珚犱γμγ５狋

犪犱）， （１３）

而对图５（ｂ）计算得到：

－
犵
２
ｓ

３６犙６
（珔狌γμ狋

犪狌＋珚犱γμ狋
犪犱） ∑

ｑ＝ｕ，ｄ，ｓ

珔狇γμ狋
犪
狇。（１４）

综合前面的分析，得到（９）式的展开式为

ｉ∫ｄ狓ｅ
ｉ狇狓犜｛犼

（ρ）

μ
（狓），犼

（ρ）
ν （０）｝＝ 　　　　　

（狇μ狇ν－狇
２
犵μν）－

１

８π
２ １＋

αｓ（ ）π ｌｎ
犙２

μ
２｛ ＋

１

２犙４
（犿ｕ珔狌狌＋犿ｄ珚犱犱）＋

αｓ
２４π犙

４犌
犪
μν犌

犪
μν－

παｓ
２犙６

（珔狌γμγ５狋
犪狌－珚犱γμγ５狋

犪）２－

παｓ
９犙６

（珔狌γμ狋
犪狌＋珚犱γμ狋

犪犱）∑
ｑ＝ｕ，ｄ，ｓ

珔狇γμ狋
犪 ｝狇 。（１５）

　　 对轻夸克轴矢流和赝标流完全可以作类似的

分析，其结果可以参看文献［１］，此处不再赘述。必

须指出的是，上述计算展开系数的方法，是Ｓｈｉｆ

ｍａｎ等人最初所用的方法，已经很少采用，现在人

们通常在固定点规范下利用背景场展开的方法进行

计算，关于这些方面的讨论，文献［２，４］和所引文

献均有全面的介绍。

３　求和规则

　　对算符乘积展开（２）式两边求真空平均值，可

以得到：

Πμν（狇）＝ｉ∫ｄ狓ｅ
ｉ狇狓〈０狘犜｛犼μ（狓），犼ν（０）｝狘０〉

＝ （狇μ狇ν－狇
２
犵μν）Π（狇

２）， （２２）

其中，Π（狇
２）＝∑

犱
犆犱（狇

２）〈０｜犗犱｜０〉，是一个标量函

数。利用色散关系，Π（狇
２）可以表示为

Π（狇
２）＝

（狇
２）狀

π∫
ＩｍΠ（狊）

狊狀（狊－狇
２）
ｄ狊＋∑

狀－１

犽＝０

犪犽（狇
２）犽 ，

（２３）

式中犪犽 是未知的减除项，对Π（狇
２）取若干次导数

后，可以把它们消除；ＩｍΠ（狊）则与某个截面有关，

由实验确定［２］。利用共振态与连续态把ＩｍΠ（狊）表

示出来后，就可以得到用强子参数表示的Π（狇
２），

进而能进行强子有关物理量的计算。

　　在实际计算中，为了能够消除那些未知的减除

项犪犽，同时也为了确保展开式尽快地收敛和基态起

主要贡献，通常对（２３）式作Ｂｏｒｅｌ变换，引入算符：

犔^犕 ＝ ｌｉｍ
犙
２
→∞，狀→∞

犙
２／狀＝犕

２

１
（狀－１）！

（犙２）狀 －
ｄ

ｄ犙（ ）２
狀

，

犙２ ＝－狇
２， （２４）

把（２４）式作用到（２３）式两边，得

犔^犕Π（犙
２）＝

１

π犕
２∫ｅ

－狊／犕
２

ＩｍΠ（狊）ｄ狊。 （２５）

从上式看到，减除项消失了，色散积分由一个指数

权重函数代替，这样，就得到了求和规则。

４　应用概述

　　 ＱＣＤ求和规则自提出以来，就迅速地应用到

强子物理的各个方面，如对轻夸克ｕ，ｄ，ｓ与重夸

克ｃ，ｂ的质量，轻、重介子和重子质量与衰变常

量，以及介子和重子的形状因子的计算等，均给出

了令人满意的结果。此外，当把 ＱＣＤ求和规则应

用于核子内价夸克的分布和自旋结构函数，光子、ρ

介子、π介子结构函数，描述犓
０－珡犓０ 和犅ｄ－珚犅ｄ，

犅ｓ－珚犅ｓ 混合的强子矩阵元，介子与重子的强耦合

常数和磁矩等物理量的计算时，所得结果与其它方

法得到的结果一致［４］。这些都是 ＱＣＤ求和规则的

传统应用范围。随着强子物理的发展，又出现了

ＱＣＤ求和规则的新的应用领域。近年来，对于

ＱＣＤ求和规则的应用，人们比较关注的问题有以

下几个方面。

４．１　胶球问题

　　 胶球是指由两个或多个胶子构成的无色束缚

态，其中不含夸克。按照ＱＣＤ，Ｆｒｉｔｚｓｃｈ等和Ｇｅｌｌ

Ｍａｎｎ
［５］首先预言了胶球的存在，胶球具有类似于

介子的量子数。文献［６］首先用ＱＣＤ求和规则对标

量胶球作了计算。近年来有许多利用 ＱＣＤ求和规

则计算胶球的工作。Ｋｉｓｓｌｉｎｇｅｒ和Ｊｏｈｓｏｎ给出了质

量范围为３００—６００ＭｅＶ的一个轻标量胶球
［７］，而

卢娟等则用ＱＣＤ求和规则对２＋＋的张量胶球作了

计算［８］，得到其质量上限为２．２ＧｅＶ。有关胶球的

研究近年来一直是人们的关注热点，但是，由于胶

球的寿命极短，实验上难以对它作出确切的观测，
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这给理论结果的检验带来了困难。

４．２　犅犮介子问题

　　Ｂｃ介子是珋犮犮和珔犫犫系统的中间态，具有这两种

夸克偶素的一般动力学性质，经过弱作用衰变，它

已经被ＣＤＦ合作组发现
［９］。Ｂｃ 介子的研究具有重

要的意义。一方面，对于Ｂｃ 介子的纯轻子衰变Ｂｃ

→ｌ珋ν的研究，有助于我们确定标准模型的ＣＫＭ 矩

阵元；此外，如果用三点函数求和规则来研究Ｂｃ介

子的半轻子衰变Ｂｃ→Ｊ／ψ（ηｃ）ｌν和Ｂｃ→Ｂ
（）
ｃ ｌν，就能

得到由重夸克自旋对称性决定的这些形状因子之间

的关系。人们期望在强子碰撞中有大量的Ｂｃ 介子

产生，以便为将来从实验上仔细研究这种系统提供

可能性。总之，Ｂｃ介子的研究对 ＱＣＤ求和规则的

有效性是一种检验。同时，关于对这种系统的理论

预言的改进也是ＱＣＤ应用者的工作之一。

４．３　犙犆犇求和规则与五夸克态（狆犲狀狋犪狇狌犪狉犽）

　　早在１９９７年，Ｄｉａｋｏｎｏｖ等
［１０］利用手征孤立子

模型预言了五夸克态这种奇特重子Θ
＋的存在，其

组成为ｕｕｄｄ珋ｓ，奇异数为１，自旋为１／２，宇称＋，

重子数为１，同位旋为零。五夸克态自提出以来，就

引起了人们极大的兴趣，许多研究者基于不同的

流，利用两点函数对包含一个ｓ夸克的五夸克态进

行了计算，都给出了相近的结果［１１］。然而这些计算

存在两个问题［１２］：（１）ＱＣＤ求和规则中连续区贡

献太大；（２）算符乘积展开的不规则行为。与这些

处理不同，Ｎａｖａｒｒａ等
［１２］在 ＱＣＤ求和规则的框架

内，用三点函数对Θ
＋
→Ｋ

＋ｎ的衰变进行了计算，

得到其衰变常量为

狘犵Θ＋ｎＫ＋狘（所有图）＝３．４８±１．８，

犵Θ＋ｎＫ＋（色关联）＝０．８３±０．４２。

有关这一方面的问题仍在人们的关注之中。然而，

实验上能够给出的五夸克态存在的证据很有限，有

关五夸克态实验研究的进展可以参看文献［１３］。

　　尽管ＱＣＤ求和规则最初是为了解决强子物理

中的非微扰问题而提出的，近年来，人们将这一方

法也用于核物理方面的研究，且兴趣集中在核物质

的性质、介质中矢量介子可能的质量移动的计算等

方面。对于后者，其有效性还在人们的争论之中，

其原因在于，一方面，根据 〈珔狇狇〉
２ 来近似表示四夸

克沉积〈珔狇Γ狇珔狇Γ狇〉的因子化假设存在不确定性，另一

方面，由于如ρ介子的拓展结构及其由于介质效应

而增大了的真空衰变宽度，ＱＣＤ求和规则不能提

供一个获取介质中质量移动的稳定框架。由于ω介

子真空衰变宽度比ρ介子的小数倍，所以 ＱＣＤ求

和规则对ω介子的处理得到的结果要比对ρ介子的

处理结果好得多［１４］。关于ＱＣＤ求和规则在核物理

中的应用，文献［１５］和所引文献均有详尽的介绍，

此处不再赘述。

５　结束语

　　至此，我们介绍了 ＱＣＤ求和规则及其在强子

物理、核物理中的应用。可以看到，由这一方法得

到的结果能与用其它方法得到的结果很好地符合，

然而，这仍然是一种近似方法。由于计算过程中引

入了至今了解得不是很清楚的 ＱＣＤ真空凝聚，在

算符乘积展开中忽略了犱≥６的算符，微扰论计算

的有限精度值以及Ｂｏｒｅｌ参数犕２，这些因素都会影

响到实际的计算结果。尽管如此，它仍不失为一种

有效的非微扰方法，随着对上述问题研究的深入，

由这一方法得到的预言能更好地与实际符合。

　　把ＱＣＤ求和规则与硬单举过程理论相结合，

便得到了光锥ＱＣＤ求和规则，其基本思想是对流

作近光锥展开。与 ＱＣＤ求和规则中对真空求平均

的方法不同，在光锥ＱＣＤ求和规则中，两个流的犜

乘积对真空和一个在壳态取平均值，从而得到关联

函数。关于这一方面的讨论，已经超出了本文的范

围。

　　总之，不论是原始的ＱＣＤ求和规则（Ｓｈｉｆｍａｎ

等所用方法），还是与光锥展开结合而成的光锥

ＱＣＤ求和规则，都是研究强子物理的有力工具，在

强子物理和核物理中得到了广泛的应用。
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