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摘 要：利用曾经提出的正弦平方势解析地处理了非线性效应和偶极效应对沟道谱线宽度的影响， 

解释了正电子能量在 5 GeV附近的Si(1lO)面沟道辐射谱特征． 

关 键 词：正弦平方势；沟道辐射；非线性；正电子；谱线 

中图分类号 ：0471．5；0571．33 文献标识码 ：A 

1 引言 

随着加速器技术的发展，人们对带电粒子束同 

物质相互作用进行了广泛而深人的研究．带电粒子 

的沟道效应和沟道辐射便是人们发现的重要现象之 

一

． 所谓沟道效应是指，当带电粒子沿着晶体某些 

方向(特别是低晶面指数方向)人射时，很容易穿透 

到晶体内部，对于粒子来说，这个方向就像一条通 

道一样，这种现象称为沟道效应．而且，经典物理 

学证明，在电磁场中做加速运动的带电粒子将不断 

向外辐射能量，在晶格场中运动的沟道粒子也不例 

外，这种辐射称为沟道辐射． 

人们在研究带电粒子面沟道辐射或沟道效应 

时，常常假设带电粒子同晶体之间的相互作用势是 

平面连续势 ，而且假设粒子运动无阻尼．于是 ，粒 

子运动方程是一个无阻尼的非线性微分方程，是一 

个不显含时间的自治系统．注意到晶体的特点是晶 

格原子规则地排列在格点上 ，而外层(价)电子通常 

都游离在点阵之间(或沟道内部)，因此我们可以认 

为占据格点的不再是原子而是带正电的离子．略去 

格点的不连续性，假设晶面与粒子的相互作用势是 

连续的，而且是平面的，这就是所谓平面连续势假 

设．在平面连续近似下，如果不考虑带电粒子与沟 

道内部电子的相互作用，则带电粒子(比如正电子) 

在面沟道中的运动行为就像在两个带(正)电平面之 

间的运动一样，总是在中心平面附近振荡．正是这 

一 假设成功地描写了很多实验现象，特别是在低能 

和小振幅情况下 ，这一假设很好地成立[1 ]． 

控制沟道粒子运动的是粒子一晶体相互作用势． 

常用的粒子一晶体相互作用势有 Lindhard势和 Mo— 

liere势．在经典力学框架内，粒子运动方程是一个 

非线性微分方程，由于方程的复杂性，一般都只能 

数值求解．仅在简谐近似下，处理才是解析的．但 

是这种近似又显粗糙．为此，我们曾经引人正弦平 

方势来描述粒子一晶体相互作用[5]，结果使沟道辐 

射和沟道效应的处理变得完全解析，而结果也同实 

验基本一致． 

值得注意的是，不管采用哪种相互作用势，在 

简谐(线性)近似下沟道辐射都只有一条谱线．但是 

由于系统的非线性，这条谱线将被展宽．文献I-61 

用量子力学方法讨论了这个问题．当然，除了系统 

非线性外，影响谱线宽度的还有多普勒效应、晶格 

热振动、电子多重散射和偶极效应等因素．因此， 

实验上观察到的谱线总有一定宽度．从应用出发， 

人们总是希望沟道辐射的谱线越窄越好．’幸好，在 

储存环的束流冷却中，由于“束流晶化”产生的高速 

运动的晶化束可使 Doppler展宽减至最小，甚至消 

失．文献[7—9]对储存环“束流晶化”的非线性动力 

学进行了讨论，并指出了获得高速运动晶体的可能 

性以及若干重要的应用前景． 

不过，人们在实验上确实发现，能量为 5．0 

GeV的正电子在 Si(1lO)面沟道中运动时，沟道辐 

射谱线非常窄．这一现象引起了人们的注意，并试 

图从理论上加以解释，但处理都缺乏解析性．我们 

利用正弦平方势可以解析地处理系统非线性和偶极 

效应对谱线展宽的影响．结果表 明，能量为5．7 
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GeV 的正 电子 的 Si(110)面沟 遁 辐 射 谱 线 非 常 笮． 

这一结果与实验基本符合． 

2 运动方程 

在讨论(平)面沟道辐射或沟道效应时，一般都 

假设粒子一晶体相互作用势为平面连续势，而且势 

的大小只与粒子离开沟道中心平面的距离 X有关． 

假设粒子一晶体相互作用为V(z)，粒子纵向运动方 

向为 z方向，在(z，z)平面内，粒子运动方程可用 

矢量形式表示为 

： _ ．
dV

．

(x)i
， (1) d dz ’ ⋯  

或用分量形式表示为 

⋯ ~ dY+ 
一 一  V(z)] 

dY + dzz
一 。 f一2 

其中， 。是粒子静止质量，而 

p— or(x i+ ) (3) 

是粒子动量 ，)，是相对论因子 ，且 

一 [ 一字r ㈩ 
注意到Eo—moZoc。， 一乏／c， 一x／c= [1一 

( 卢 +1)／ ] ，由方程(2)可得 

y∽一yo(1+ )， (5) 

其中，yo是时间 一0的相对论因子．对式(5)微分 

掣一一 主 v(z)， (6) d E0“dz⋯ ’ ⋯ 

再将式(6)代入式(2)的第一式，可得 

mo绉+(1一X Z) (z)一。． (7) 

考虑到x。／c。《 1，)，兰 yo，则方程(7)化为一般常 

见的横向运动方程 

m。yo王+ v(z)一 0． (8) 

方程(8)描写的是一个自洽系统，它的一次积分给 

出横向能量守恒公式 ： 

。yo主。+V(z)一 E上， (9) 

其中，横向能量 E上由系统的初值确定，且表示为 

E上一 1 
。yo磺sin。 +V(j亡o)， (10) 

是粒子的初始速度 ，X。是初始位置 ， 是粒子对 

于沟道平面的入射角，主。一Vosinf是初始横向速 

度．对式(9)再积分一次，可得时间 

一 ( ) 。J． 

根据定义，粒子运动周期可表示为 

T一4( ) 。 d,T ， 

其中，z 是粒子最大振幅．如果令 

一 4( 。f~-．-
一

dx

丽 ， 

(12) 

(13) 

则 粒子运 动周期 rJ’司表不 为 

T一,／TgA (E上)． (14) 

由式(13)引入系统的作用量 

A( )=8( ) 。 ~／—E~--—V(x)d 15) 

则粒子平均横向动能可表示为 

c V㈤ =专 ， 

其中符号(⋯>表示平均值．由式(2)可知 

珐 一yo之。． (17) 

将式(5)代入方程(17)，可得 

奎一。s [ 一 +o( )。]． 
(18) 

注意到V(z)／Eo是一个小量(例如，对于能量为 5 

GeV的正电子在 Si(110)面沟道中运动时，V(z)／ 

Eo为 10 量级)，略去二阶小量，方程(18)化为 

之⋯唧[ 一E．--
～

V(x)]． 
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讨论一种褙微特殊的情况，假设入射角 9----0，则 

cos 一1，而 (O)一E上，于是式(19)可进一步化为 

之一 ( 一 )． ㈣ 
注意到 

E上一 (z)一 (E上一 (z))+ A(E上一 (z)) 

一 (E上一 (z))一 AV(x) 

一 (E上一 (z))一 ( (z))一 ( )． 

(21) 

将式(21)代人式(2O)，并注意到式(16)，则方程 

(19)化为 

之一 1一 + 172 ～V cz 
一

～

VL cz ]． Z一 一———_一十 、LZ ，一LZ 1． 2 A (EI) Eo J 
考虑到平均值(( (z))--V(x))一0，上式化为 

～[ 一 ]． 
考虑到 Doppler效应 ，n次谐波的辐射频率可表示 

为 t 

n n 0 
’ (23) 

其中，n。一2n／T是惯性系中粒子振荡频率 ， 是辐 

射方向(或观察者)与 z轴之间的夹角．令 一0，可 

得最大辐射频率 

⋯
一  ， (24) 

其中角标 max表示最大．注意到( (￡))一(之(￡))／ 

c，n。一2n／T和方程(14)，将式(22)代人式(24)， 

可得n次谐波的最大辐射能量 

P  l 
27c n矗 

～ 一 一 x一 
P 。 

A (E1)+ —  
m0 cz 

(25) 

由式(13)和 (15)可以看出，只要粒 子一晶体 相互作 

用势给定，作用量 A(E上)和它的微商就是完全确 

定的，因而，粒子的最大辐射能量 E 一抽 。 也 

就完全确定(见式(25))．本文的目的就是企图利用 

我们 曾经提出的正弦平方 势来 讨论最大辐射能量 

E 一抽 的一些特征．注意到式(25)的分母包 

含两项，第一项只与系统的初值(横向能量)有关， 

第二项与粒子入射能量 有关．这就是说，粒子最 

大辐射能量不仅与相互作用势的非线性有关，而且 

还与偶极效应有关．这里的偶极性是指与粒子能量 

相关的一个概念，常说的偶极近似是指系统的状态 

数比较多，或粒子能量比较低的情况．在偶极近似 

下，系统的性质可以用经典方法描述，在非偶极近 

似下，系统只能用量子力学方法描述．在这两种近 

似交叉处，情况比较复杂． 

3 正弦平方势 

引入 的无量 纲正 弦平方 势u““ 

(X)： 即 1 sin (aX)， (26) 

其中 

x一 ，n一号、l， 
K一7cz Z2Pz j 

届 是势参数，d。是晶面间距，Z 和 Z2是入射粒子 

和晶体的原子序数，N 是晶体的面密度．将式 

(26)代人式(15)，可得作用量 

觚上 一4( )“ · 

{E(arcsin ，吉)一( 一 )F(arcsin ，吉))， 
(28) 

其中 F和E分别是第一类和第二类椭圆积分，而 

p 一 ． (29) 

将式(26)代人式(13)，可得 

一 2( ) F(arcs ，吉)．㈤ 
将式(28)和(3O)代人式(25)，可得最大辐射能量 

E 一矗cu (。， )／{F(arcsinp，吉)+ 

f[E(arcsinp，吉)一( 一 )F arcsi．p，吉)])， 
(31) 

其 中 

， 
2 

￡ — ——— ’ 

m oC‘ 

，7o)一n( mo )“ ， 、 口： ， 
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4 结果和讨论 

4．1 粒子运动方程与振动周期 

当粒子一晶体相互作用势由正弦平方势式(26) 

给出时，在经典物理框架内，粒子运动方程可表示 

为 

+ 一 一 o ， (33) —d
r

—

2 + sing— u ’ 33) 

其中 

=  ， r = (卷 )“。⋯ 
方程(33)是一个标准的摆方程．它的解可用 Jacobi— 

an椭圆函数解析地表示为 

==：arcsln(xsnr) 

： 2Kcnr ， (35) ' ⋯ ‘ ' ＼uu， 

其中snr和Cnl"是Jacobian椭圆函数 ]． 

当相互作用势由式(26)给出时，式(12)可具体 

表示为 

丁=4( ) 。 ( dp／n ) d 

一  ／ 圭 
一

丌 。＼2／ J。、 硫  

一  

．

m

。 

oYo
，

1／2

F( )， (36) 
7【 ＼2E ．／ ⋯  ’ ⋯  

其中 

F( )一 J 
0 

称为第一类椭圆积分 ，而 

(32) 

(38) 

是椭圆函数的模．利用正弦平方势，运动方程的解 

和粒子振动周期可用椭圆函数和椭圆积分表示，而 

且，作用量和最大辐射能量也可以解析地表示(如 
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Nonlinearity Effects on W idth of Spectral 

Line of Channeling Radiations 

W El Luo-xia，LU0 Shi—yu，CHEN Sha O-Well 

(Dongguan University of Technology，Dongguan 523106，Guangdong，China) 

Abstract：The spectral properties of the planar channeling radiation of positron have been investigated by 

using Sine-squared Potentia1．At positron energy of 5 GeV a sharp line has been explained for the planar 

channeling radiation in Si(1 10)．It is that theoretic results are compatible to the experiments． 
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