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摘 要：在经典力学框架 内，描述 了带电粒子 自发辐射的频谱分布与辐射频率；利用正弦平方势讨 

论了带电粒子准沟道辐射，指出了准沟道辐射与系统的旋转周期解相联系；分析 了系统的相平面特 

征和准沟道粒子进入混沌的可能途径． 
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1 引言 

当带电粒子的横向能量小于沟道位垒时，它将 

被沟道俘获．从量子力学观点看 ，在势阱中运动的 

带电粒子，它的能量具有不同的分立值．当粒子在 

这些能级之间跃迁时将 自发地 向外辐射能量．经典 

物理学证明，任何一个带电粒子 ，在电磁场 中作加 

速度运动时，都要 自发地向外辐射电磁波，这种辐 

射称为自发辐射．在晶格场中运动的带电粒子也不 

例外 ，强大的晶格场可以使辐射能量达到很高．粒 

子在沟道中运动的自发辐射称为沟道辐射；粒子跨 

越沟道在晶体中运动的 自发辐射称为准沟道辐射． 

事实上，即使在理想情况下 ，也只有三分之一左右 

的粒子是沟道粒子 ，其余的粒子一部分是准沟道粒 

子，另一部分是随机粒子．沟道和准沟道辐射强度 

主要集中在粒子运动方向、立体角为 1／7的狭窄范 

围内 ．随机粒子对 沟道辐射的影 响则是使本底增 

加． 

本文引入正弦平方势 ，并考虑到运动阻尼和外 

激励的影响[1 ]，把粒子运动方程化为一个具有阻 

尼项和受迫项的摆方程．无扰动系统 的相平面轨道 

有 3类：振荡型周期轨道、旋转型周期轨道和分界 

线．沟道辐射与振荡型周期轨道有关 ，准沟道辐射 

与旋转型周期轨道相联系．我们曾对沟道辐射作过 

比较仔细的研究E4--11]，大部分工作都是基于方程的 

振荡周期解．本文将从旋转周期解出发进一步讨论 

准沟道辐射的一般特征 ，比如辐射能量、辐射谱分 

布以及系统的临界混沌行为等．同其它粒子一晶体 

相互作用势(比如 Lindhard和 Moliere势)相比，引 

入正弦平方势可以使准沟道辐射的描述变得更加系 

统、自然，从而进一步保证了理论 的完整性、自治 

性和解析性． 

2 电磁辐射的谱分布 

当带电粒子在电磁场中作加速运动时，辐射谱 

密度分布可以表示为 n 

=  I忽 I。 ， ㈤ 

其中，a是精细结构常数 ，̂ 是普朗克常数 ，而 

n = norm／， (2) 

n。是惯性系中粒子横向振 动频率 (由运动方程确 

定)，7是相对论因子， 是 Z次谐波的最大辐射频 

率，且可表示为 

一 2／0o ／2， (3) 

而 

，( )： 型  (4) 

是辐射谱密度分布的线型因子， ( 一 )是单位阶 

跃函数 ，U~CatJ／CatJ ( 是辐射频率)．式(1)中的 可 

以表示 为 

= { ： e t， ㈣ 
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其中 T=2n／O是粒子振动周期 ， 是无量纲的横 

向加速度(由运动方程确定)． 

从式(1)到(5)可 以看 出，只要 和 n。已知， 

则辐射谱分布和辐射最大频率(或能量)就完全确 

定．于是问题归结为寻找运动方程 以及方程 的解和 

粒子振动周期． 

3 粒子运动方程 

引入无量纲的正弦平方势r 
．  

V(x)一邵1Sin2( ) (6) 
并考虑粒子运动阻尼和周期场的作用[。 ]，在牛顿 

力学框架内，粒子运动方程可化为 

一  ， 

一一 sin 一 口 bsin( r)， (7) 

其中， =dj：／dr，而 

一7cX， 一孥 ， 
a P 

r 一  t ， 一 警， dD 4 
e2= K

， K一 7cz-Z2P‘ ；， (8) 

是粒子偏离 沟道 中心 的距离 (也是粒 子振动方 

向)，d 是晶面间距，Z。和 Z2分别 是入射粒子与 

晶体原子的原子序数 ，N 是晶体原子面密度，m。 

是入射粒子 的静止质量 ， 是势参数．a和 b分别 

是无量纲的阻尼系数和外周期场振幅，且由下式给 

出 

=  
4 nn ．e'Z~lL

a ， 6一 ， (9) = 一 ， 6==：： =， (9) 西 。
，，l 砜 ( )。 ’ ⋯  

其中， 是粒子有效速度 ，而 

一 ， 户 一 ， 

一 ，L=In(鲁) (1o) 
是外场频率， 是无量纲的外场激励频率，，是 

外场振幅，m。是电子静止质量 ，6 和 bm1．分别是最 

大和最小碰撞参数．其它参数见文献[2，3]． 

4 无扰动 系统 的相平面特征 

系统(7)的无扰动方程为 

一 ， 一一 sin ． (11) 

方程 (11)是一个 Hamilton系统，相应的 Hamilton 

量为 

H一告 +(1一cos~)一h。， (12) 

其中 h。是常数 ，由系统 的初值确定．根据 h。的大 

小 ，相平面上的轨道分为 3类． 

(1)h。一2，异宿轨道．又称分界线 ，它把相平 

面分成了上下两个区域．其轨道方程为 

一 ± 2arcsin(thr)， 

= ± 2sech(r)， (13) 

相应的粒子运动周期为无穷． 

(2)0<ho<2，振荡型周期轨道：相应的解为 

= 2arcsin(~snr)． 

一 2膨，lr ， (14) 

其中 一|Ilo／z，s，lr和 CTYL"为 Jacobian椭圆函数． 

其周期由 

ro= 4K( ) (15) 

给出，K( )为第一类全椭圆积分．当 h。单调增加 

时，轨道逐渐向异宿轨道逼近，粒子运动周期 由2丌 

增加到无穷． 

(3)h。>2，旋转型周期轨道．相应的解由公式 

e=士 2arcsin(sn )， 

一
士 -- r2 d

，l (16) 

给出，其中 = ，而 dn(r／ )为 Jacobian椭 

圆函数，其周期为 

r，= 2 K ( )． (17) 

当ho单调减少时 ，旋转周期解逐渐向异宿轨道逼 

近，相应的运动周期由零增加到无穷．方程(16)和 

(17)给出了准沟道辐射的全部信息． 

5 粒子准沟道辐射 

由方程 (17)和(8)，可将无量纲的振动周期化 
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为以时间为单位的振动周期 

T — 2n
一  K( ，)． (18) = 一 = — —n～，C J． i 0 J 

no ⋯ ⋯ ’ ⋯  

由式(16)和(8)可得 粒子的横 向加速度 

= ÷ = dn( )． 

将式(18)和(19)代人式(5)，并完成积分可得 

_i( 裟atg czo 』ci：==l十口-，． 
其中 

c。一 ， ql— e_旅r／K
， K = K( )． 

(21) 

从式(1)可以看 出，Z可取(1，oo)区间上的任意整 

数值 ，考虑到势阱深度的限制和辐射谱密度随谐波 

数 Z的增加成平方反 比减小，对于高次谐波的贡献 

常常被本底辐射淹没，因此 ，一般情况下 Z只取少 

数几个值． 

我们以正电子为例 ，讨论它在硅晶体中的准沟 

道辐射．选择与入射粒子有关的参数为 Z。一1， 

=0．5，能量为 5 GeV；与晶体有关的参数 Z 一14， 

d。一0．192 nm，N一4．97×10 。m～；与正弦平方 

势有关的参数 卢l一0．2，由此可导 出 K一115 eV． 

由 式(18)和(5)可求得准沟道辐射的最大频率．对 

于如上一组参数 ，并考虑 ￡一1，可计算出最大辐射 

能量为 153 MeV，相应的线型因子由式(4)给出． 

由式(17)和(15)可将准沟道辐射和沟道辐射 

的频率(或能量)比表示为 

g 一 篇 ． czz 一 ‘ zz) 
上式表明，对于不同的 或 ，g的值可以大于 1， 

小于 1或等于 1．这说明准沟道辐射的能量可能比 

沟道辐射大 ，也可能 比沟道辐射小 ，这是与文献 

[13J的结果不同的．虽然人们从实验上发现了准沟 

道辐射 ，并从理论上进行了描述 ̈]，但是由于相互 

作用势 比较复杂 (比如常用 的 Lindhard势和 Mo— 

liere势)，粒子 的运 动 行 为 (包 括 沟 道 和 准 沟道 粒 

子)只能数值求解．文献E133在相互作用的抛物线 

近似下，对准沟道辐射进行了描述 ，并指 出准沟道 

辐射能量至少 比沟道辐射大两倍．因为作者人为地 

定义了准沟道粒子的运动周期为粒子在相邻 晶面之 

间的飞行时间，我们认为这一定义是欠妥的，再加 

上相互作用势的抛物线近似也显得粗造．为此 ，我 

们利用曾经提出的正弦平方势 ，解析地导 出了粒子 

的运动周期 ；而且发现 ，仅当我们考察异宿轨道附 

近的沟道粒子和准沟道粒子行为时，它们之间的能 

量关系才有文献D33的结果．文献[14，153进一步 

对超晶格的沟道现象作了描述． 

6 准沟道辐射的混沌行为 

我们关心系统如何通过旋转型周期轨道式(16) 

走向混沌的可能方式．为此，讨论在这些轨道中产 

生周期 T=2t~ K( )一2mn／nCOo的超次谐分叉．由 

方程(16)构造如下形式的 Melnikov函数 

M-u”(to)一 l (r){一n +bsincoo(r+Vo))dr， 

(23) 

其中 (r)由式 (16)给出．对于 咒一1，完成上式积 

分 ̈]，可得 m阶次谐分叉的 Melnikov函数 ] 

(ro)： E( ，)+2nbsin( r0)seah(‰ ，K，)， 

(24) 

一  筹 ，m一1，2，3mo ，⋯． 一 ’ 一 ’z’’⋯‘ 

上式在区间 r0∈(0，2nm／a,o)内有简单零点的条件 

为 

鱼 > choJ。 ，， (25) ／ — ‘ 。粗 ’ 

即系统经无限次旋转型次谐分叉趋近于混沌阈值， 

并出现 Smale马蹄．这就是说 ，在弱阻尼和弱激励 

情形下 ，对于充分小的a，b和固定的∞。，当参数 6／ 

a逐渐增加时，旋转型周期轨道可通过无限次次谐 

分叉进入混沌． 

实验发现，当选用不同的晶体进行考察时，准 

沟道辐射的本底各不相同，这除了人们关心的几种 

因素(如 晶体结构、晶格振动和电子 多重散射等) 

外 ，同沟道辐射的混沌行为直接相关．因为，当系 

统进入混沌状态时，一部分准沟道粒子将转变为随 

机粒子，而随机粒子的无规行 为将使辐射本底增 

加． 
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Sine-square Potential and Quasichanneling Radiation 

of Charged Particles 

HU Xi—duo·SHAO Ming-zhu，LUO Shi-yu 

(Dongguan University of Technology，Dongguan，523106，Guangdong，China) 

Abstract：In the general case the spectral distribution and the radiation frequency are derived for the spon— 

taneous radiation of charged particles．The quasichanneling radiation is described by using a sine—square 

potential，and point out that the quasichanneling radiation is related directly to the rotation periodic solu- 

tion；The properties of the phase plane and the possible model approaching to chaos for the system is ana— 

lyzed． 

Key words：quasichanneling radiation；relativistic effect；spontaneous radiation；chaos；sine-square po— 

tentia1 
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