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摘 要：把超晶格“折沟道”对粒子的作用等效为形状相似的弱周期调制．利用正弦平方势把粒子运 

动方程化为具有外周期弱调制的非线性微分方程 ，导出了退道系数与晶格畸变的关系．利用多尺度 

法研究了系统的主共振和子共振 ，并利用 Melnikov方法分析了系统的全局分叉和出现 Smale马蹄 

的临界条件． 
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1 引言 

人们在研究带电粒子的面沟道效应或沟道辐射 

时，常常假设带电粒子同晶面之间的相互作用势是 

平面连续势 ，而且进一步假设粒子运动无阻尼．在 

低能和小振幅情况下，这两条假设是很好成立的． 

本文讨论超晶格中粒子的运动行为．所谓超晶 

格就是将两种晶格常数不同的材料交替生长而成的 

多层薄膜结构．比如 ，选择 GaP作基 片，沿 ~100] 

方向生长等厚的 GaP和 GaAs P 一 薄层 ，由于在生 

长方向上晶格失配，沿生长方向的各层将交替产生 

伸长和压缩形变，导致(110)平面沟道扭折 ，使直沟 

道变成了锯齿状的“折沟道”．这种沟道的特点是在 

界面处沟道平面连续 ，一阶导数不存在．注意到粒 

子在(11o)面沟道中运 动时 ，由于不 断受 到“折沟 

道”对它的作用，它的横 向动量在界面处发生突变， 

其效果等效于在直沟道 中运动的粒子受到如“折沟 

道”相似的相互作用势的调制．调制的强弱与晶格 

畸变有关．当然与平面连续势相 比，它只是一个小 

量．正是在这一基本假设下 ，本文对超晶格的退道 

效应进行了分析，并导出了形变参数与退道系数之 

间的关系．我们从一般运动方程 出发 ，把“折沟道” 

的退道效应等效 为面沟道粒子受到弱的周期调制， 

利用我们曾经提出的正弦平方势[1]，把粒子运动方 

程化为具有外周期弱调制的非线性微分方程 ，利用 

多尺度法研究 了系统 的主共振 和子共振 ，并 利用 

Melnikov方法分析 了系统的全局分叉 和 Smale马 

蹄出现的临界条件． 

2 运动方程 

以超晶格面沟道效应为例来说明沟道粒子的共 

振行为．假设带正电的粒子运动在 (z， )平面内， 

其中 名是沿沟道中心线方向，z是粒子在沟道平面 

内离开 轴的距离．注意到超晶格的沟道不再是直 

沟道 ，而是轴线呈锯齿状的折沟道，于是 ，粒子与 

晶面的相互作用势就不再是平面的，而是受到折沟 

道调制的非平面连续势；再注意到任何假设都是近 

似的，没有近似就没有认识．不妨也让我们假设叫 

V(z)= V0(z)+ Vl(z)W ( ) ， 

其中 Vo(z)是直沟道中的平面连续势 ，V (z)W( ) 

是沟道偏折引起的扰动项．W( )是 以层厚 z。为周 

rl 

期的锯齿形函数，且有 1 w( )dz 0；V (z)与沟 
J O 

道的具体畸变状态有关．仅当沟道势的振幅被调制 

时，V (z)～Vo(z)；仅当沟道轴形变时，V (z)～ 

(d／dx)Vo(z)．通常两种情况都存在 ，于是扰动算 

符可表示为 
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V1(z)W (z) 

一 (口·Vo(x)+口z V。(z))w(z)， (1) 
其中 a。和 a：是 比例常数． 

利用我们曾经提出的正弦平方势 ，可将平面连 

续势 Vo(z)表示为叫 

Vo(z)一蕊sinz( )， (2) 
其中 K 是势阱深度 ， 是势参数，且 

K一，fz1Z2e Nd：， 

而 d。是平面间距，Z。和 Z：是入射粒子和 晶体的原 

子序数 ，e是电子电荷，N 是靶原子密度，将式(2) 

代人式(1)可得 

Vl(x)一 a3[(1一cos(,~X)-I+a4sin(兀x)， 

其中 (3) 

一  一 ，x 一 ． ㈤  

在偶极近似下，粒子运动规律可用经典方法描述， 

且 可表示为 

m7 
d2z+ 2 dx+ V(

z)一 0， (5) 

其中m是粒子静止质量，y是相对论因子 ，z和 X 

之间的关系由式(4)给出．考虑到沟道粒子同电子 

云相互作用而损失能量，单位长度上的能损为 2 

dz／dt，其中 由文献[2—4]给出，且可表示为 

一  ( )。， 一— 一I J’ 

A 是靶原子 量 ，且 

(6) 

(7) 

re和 rp分别是经典的电子和质子半径， 。是晶体的 

电子云密度，_f是粒子束流密度 ， 。是粒子和电子 

之间的相对热速度， 。是 Debye屏蔽距离 ，卢是无 

量纲的粒子速度 ，c是光速． 

将式(2)和(3)展开 ，并略去高阶项，则力函数 

V(z)可表示 为 

VV(x)一 —dV (x)
一 Uo(z一 口。z。)+ 

Uoco(1+ C1z— c2z 一 c3z。)W ( )， (8) 

其中 

一 警 ，一 ，一豁， 
C1 一  

a4 

一 等 一 a4，㈣ =了_’c2 ．_ii-’c3 百_’ dp d； d； 
令 

r 一 ( ) t． (10) 
将式(8)代人式(5)，引进小参数 e，可将无量纲 的 

粒子运动方程化为 

d2 X + x + 2 dX
一  。+ 

e(pl+ p2X — E≯3X 一 E．2 X。)V (z)一 0 ， 

(11) 

其中小参数 e仅在形式上表示各项的大小，且 

一 上(mTUo)i／z，-口一 口。zzmx， -一 ， 

el,2 CO 1，e p3= 3Co 2,-Tm．x， 

e。p4一 c0c3zz眦 ，z 一 d百p
， (12) 

z 是粒子偏离沟道中心平面的最大距离．考虑到 

w(z)是 z的周期 函数，则 w(z)可展开为 

w(z)一∑b cos(n叫z)， (13) 

其中 

一 a rt／ z
：w(z)cos( )dz’ (14) 

一

2
- -

珊／-# ~y． (15) 一 · lb) 

注意到，对于薄层等厚的超晶格 ，沟道轴的方向与 

z轴的关系呈锯齿状 ，我们假设调制 函数 W(z)也 

具有相似形状 ，且可用阶跃函数表示为 

f／l l ＼ 
W(z)一 ．{ l

／l 【 ＼ 

， 一 l≤ z≤ 0 

， 0≤ z≤ l 

(16) 

其中 是斜率．将式(16)代人式(14)，可得 

， 为奇数 

(17) 一 ‘ ： 二 (17) 

一 一 

= h 
∽一 
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将方程(13)代入方程 (11)，并注意到式 (17)，我们 其中 C·c·表示与前项复共轭的项 ，a和 是 T1 

就可用摄动法对方程(11)进行求解． 

3 系统 的主共振和子共振 

示 为 

采用多尺度法求解运动方程(11)．将 X和 r表 

X =

一

Xo+ ~X

：

1

7"1 

。 

⋯ ．} T0一r， =er，T2=e r，⋯⋯J 
将式(18)代入方程(II)，并注意到方程 (13)，比较 

方程两端 e的同次幂系数 ，可得 

D'oXo+ Xo一 0 ， 

D}X1+X1=一2mDoXo一2DoD1Xo— 

D；X2+X2=一2DoD1X1一D}Xo一 

2DoD2Xo一 2／-d~oX1— 2／-d~1Xo一 

(p：X。一p。x3)∑b cos(n ct，r。)， 
 ̂ 1 

其中D 一去， 一2兀手， 一 t． 

(19) 

由方程(19)的第一方程可得系统零级参数解 ： 

Xo =

，

A ( T 1

：

,

：

T

丢2)
口

d r

喝

o

7"1 c‘c。}，c2。 A( ，T2)一告口e喝 I’ ⋯ 

和 T2的 函数．将式 (20)代入 方程 (19)的第 二个方 

程 ，可得 

DZoX。+x·一(一2i 一2i aA+3aA )e|T0+ 

。e。IT0一告p。∑ ë 一 

户：∑ 州 一 

会户：∑6nei(n a~．-1) +c．c．．(21) 

由方程(21)可直接看出，当 

ct， 一  ， 一
2 (

7l： 1，2z，3⋯) (22) c = ——，—— 7l： ’ ’ ⋯ ZZ 
7l 7l 

时，系统出现共振．因为它在该系统中起主要作用， 

这类共振又称为主共振．对于我们感兴趣的薄层等 

厚超晶格，式(22)中的 只能取奇数． 

方程(21)的解可表示为 

XI=一百1 。 一 1 一 

丢 一 

丢 舄 ． 
将式(20)和(23)的解代入方程(19)的第 3个方程， 

可得 

D~2Xz+Xz一(一 一2i aA +百3 。 2—2 )eI丁0+(号i口 aA + 3 i A。+百3 ‘ )e3I丁0+ 

詈 ( ) 。 + 

∑b 
^l 1 

+ z ct，+ 1) 

I 1一(7l c￡，+1) 一 2n Iei(，l州 + ct，(4—7l ) I 
『．i( ct，一1)(p 一 z )3 ： ：(3 ∞一2 一。 + 

一 I 1一(7l ct，一1) 2n ct，(4—7l ) I 

虿1—2妻
mm l (ps—F3ap 1) ⋯)ro+专 薹 (ps—F3ap 1) 一2)ro一 

1 A~P
z ( + ei(n,~+3)TO一去 。pz ( )ei(n,,--a)TO+ 

、 

r 
∞ 

扎 

(  
S  
O 
C 

∑ 

、 
X 

p  
+ 

p  

(  
一 
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l p
,ps

．  
[ ]+扣A [ ]+ 

1 5
一

--  

[ ]+c⋯． 

由上式可以看出，当 

∞一 ， ，雨  ， ∞=一’一’丁——T— ’丁——T— 0 I 士 I I 士 I 

时，系统出现子共振． 

我们讨论 一1时的主共振情形．由式(22)可 

知 ，当 一1时，∞一 1和 2分别对应于 一 和 

／2．当 一 时，粒子穿过一薄层正好在相平面上 

围绕原点旋转一周 ；当粒子穿过边界层时 ，在相平 

面上粒子的横向动量(或发散角)由正变负 ；当粒子 

穿过下一层界面时，粒子的横向动量由负变正；当 

粒子穿过不同的薄层时 ，系统始终处于这两种状态 

之间．结果粒子始终保持在沟道内部运动 ，这一现 

象称为共振沟道．当 一 ／2时，粒子穿过一薄层 

正好在相平面上围绕原点旋转半周 ；当粒子穿过边 

界时 ，在相平面上粒子横向动量(或发散角)的绝对 

值变大 ，当粒子穿过下一层界面时，粒子横向动量 

的绝对值变得更大 ；当粒子穿过不同薄层时，粒子 

的横向动量(或发散角)绝对值变得越来越大，以至 

于跑出沟道外面，这一现象称为共振退道．粒子的 

退道系数可以表示为 

f 一x。[ 一( )。 - -≤ 

【1 ， I I>1 
(26) 

其中， 是沟道临界角， (．『)一．『△ 是粒子进入 

第 层 时的初始角 ，△ 是 沟道偏折 角 ，且随 ．『的增 

加，第 层的入射角(发散角)越来越大．当 gto( ) 

≥ 时 ， 一1粒 子全部退道 ． 

4 系统的全局分叉 

令 

一 √ x， 一√口p-， 一 Pz， 

岛 一 ，文 一 ， (27) 
√口 口 

则方程(11)可化为 

+ 一 ， 一 e{一 2 一 ( 。+ 一 

岛 一文 ))W (r)一 0， (28) 

其中 r由式(1O)给出．我们讨论系统(28)的全局分 

叉．为此，我们首先找出系统 的分界线和它 内部的 

周期解；然后构造相应 的 Melnikov函数；再根据 

Melnikov函数的特征 ，讨论 系统稳定和不稳定流 

形的横向交截条件，然后判断系统是否存在 Smale 

马蹄． 

令方程 (28)中的 e一 0，可得无 扰动系统 

+ 一 一 0． (29) 

引入积分常数 h，并分两种情况讨论． 

(1)h--1／4 

方程(29)的解可表示为 ] 

一 ±tanh( )， 1 
d~

一 士
4 Z一．

-aT chz( )．J 一士 士Se ＼ J 
式(3O)对应于系统(29)的分界线，粒子运动周期为 

无穷．与分界线 (30)对应的 Melnikov函数可表示 

为 

M(ro)一E 一2 一( + 一 
岛 一文 )w(r—ro)]dr． (31) 

将式(13)和(3O)代入方程(31)，并令 一1，完成积 

分 ，可得 

Mcro 一竽 ± cosech( )· 
cos(~o丌0)+{2√ bl∞sin(∞丌0)4- 

6l( 一 2)cos(~o丌0)+ 

文6l( 一 4)sin(~o丌0))· 

B( 十老 一 )， 
其中，B(1+(i∞ )，1一(i∞ ))是J9函数嘲，b一 

是 W ( )的傅立 叶展 开一次 项系数 (见 式 (13— 
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15))．由式(32)可得稳定和不稳定流形横向交截的 

必要条件是 

’ bl l≥ l l
， 

’ 

(33) 

其中 6。。是 b。的临界值 ， 

bl。 

4sinh(mo／√2) 
—

~

—

a

—

J[—'—3—8—
,

—

+———3—
-

—

f—ff—t?—2—a—J—+———8—s—(—a—F——--——2——)—+———8—4—(—a—F——--———4—)—']‘ 

(34) 

由式(32)可知 

一

dM (ro)≠ 0
， (35) d

vo 

于是系统有简单零点．方程(35)是系统稳定和不稳 

定流形横 向交截的充分条 件．只要条件式 (33)满 

足，系统将出现 Smale马蹄． 

(2)O≤ <̂1／4 

方程(29)的解称为旋转周期解 ，且可表示为 

J2( ，1) 

．厂3( ，1) 

cosech 

0 ， 

( )， 
p= 1，m 为奇数 

p≠ 1，m为偶数 

(41) 

(1+ ) ／ 

cosech( )， 
p一 1，m 为奇数 

p≠ 1，m 为偶数 

(42) 

式(40)中E( )是第二类全椭圆积分，而 

K 一K(r )， 一~／j ． (43) 

利用类似方法可求得系统稳定和不稳定流形横 向交 

截的必要条件 

鲁≥l b le l， (44) 
其中 

㈤ l， 鲁= ， 
= 饥( ) ( )I Smale马蹄存在的充分条件可直接从 

其中 

，． 。。 

≠ 。 (46) 

一 南  ， (37)看出． 。 
sn(u)，cn(u)和 dn(u)是 Jacobian椭 圆函数 ，粒子 

运动周期 

T一 4√1+ K( )， (38) 

其中K( )是第一类全椭 圆积分 ，相关的 Melnikov 

函数可表示为(对于 ，l一1，周期 T=2，【 ／∞的次谐 

波)【。] 

(r0)= 警[一2 ( + 一 
一 盈 )w(r—vo)Jdr 

一一 。( ，1)一[ b。J ( ，1)+ 

61J3( ，1)3cos(~o)， (39) 

Jl(m’1)一 · 

[( 一1)K )+( +1)E( )]， 
’ 

(40) 

5 结果和讨论 

本文从非线性振动理论出发 ，分析了形变超晶 

格的共振现象．结果表明，对于薄层等厚的形变超 

晶格，当粒子在一层 中走过的路程 z= 和(2n+ 

1) ／2时 ，系统 出 现 了 共 振 沟 道 和 共 振 退 道．式 

(26)表明，如果我们能找到(比如测量)粒子的退道 

系数，再注意到 ( )=jAgr，则沟道的偏折角 Agr 

便可以完全确定．注意到沟道的偏折角 Agr与两种 

材料的晶格常数有关 ，利用 Poisson效应可将它表 

示 为 

Agr=arctanf 
a／／ ／
1--arctan

、

a

口

l

∥1)，(47) 
口上和 口∥是垂直和平行(100)面的晶格常数．上式表 

明，当用同一种材料生长时 ，有 a上z一口上。，因而有 

△ =0，沟道没有被扭折(即通常的直沟道)。注 

N3 c； 

4  

●●●’v ● ∞ 

一 ， ● 
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意到形变量正 比于 I口上。--a~。I，计算表明，当 Agt 

≈O．1。一1。时，超 晶格 的形 变量 大约 为 0．5 一 

5 ． 

超晶格的形变量是一个很重要的参量，它直接 

与超晶格材料的光电性质有关 ，如何确定这个参量 

成了人们十分关注的问题 ，沟道技术是测定这个参 
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Dechanneling Effects and Global Bifurcations 

for Strained Superlattice 

UN Jun-feng。，ZHUANG Rong—rong。，ZH0U Xiao-fang。，WANG Habguang。，FU Li-ping。，LUO Shi-yu。’。 

(1 Department of Physics，Zhangzhou Normal College，Zhangzhou 363000，F ian，China； 

2 Department of Computer，Dongguan University of Technology，Dogguan 523106，Guangdong，Ching； 

3 Department of Physics，Longyan College，Longyan 364000，Fl ian，China ) 

Abstract：The effect of deflected channe1 on particle motion iS equivalent to modulation with a weak-po— 

tential having a periodic same as the deflected channel has．The motion equation of a particle has been re- 

duced to the nonlinear differential equation with a weak-periodic modulation by using sine-squared poten- 

tia1． The dechanneling fraction has been derived for a strained superlattice．The main-resonance and sub— 

resonance have been inverstigated by using multi-scale method，a global bifurcation and the critical condi- 

tions with Smale horse shoe have been analysed by using M elnikov method． 

Key words：strained superlattice；bifurcation resonance；differential equation；dechanneling effect 
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