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摘 要 ：使用二阶对称分拆光谱方法和一维短程势原子模型对强光辐 照下原子的高次谐波谱进行 

了重新计算，第一次实现 了强场方程解的边界完备性，从而获得 了更为清晰的谐波谱和展宽的谐波 

平 台． 
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1 引言 

高次谐波 发射(HHG)作 为 小 型桌 面 X 光激 光 

光源 的一个优选物理方案在近 20年里一直是强 

场物理中的一个十分突出的研究方向．以原子物理 

的视角观察这个 过程 ，问题首 先归 结为 求解 强激 光 

场激励 下 的 含 时 Schr6dinger方程 ．迄今 为止 ，求 

解该方程的主流方案是 以 Kulander等 为代表的 

数值积分方法． 

该方法首 先需要人 为设定 边界 条件 ，然 后再 通 

过积分该方程得到体系的状态 ，这样必然导致对体 

系状态 描述 的准确 性 出现 偏差 ．但 是这 一过 程原本 

为一初值问题 ，并非边值 问题 ，即我们 只知道激光 

到来前原子体系的状态 ，然后该 系统在激光作用下 

演化．为 了按 照过程 的本 来 面貌 来描 述 它 ，彻底 避 

开现行 方法 中人 为设定 的边界 条件 ，需 要寻 求新 的 

途径 ． 

2 二 阶对 称分拆算 符光谱方 法 

二阶对称分拆算符方法起源 于 20世纪 70年 

代，用于求解光学波导模轴向波动方程的本征值问 

题 ，并 由朱时宜等 引入到求解强场 问题 ，它有 

很多内禀的优点 引． 

对 于含时 Schr6dinger方 程 

iPr (r，￡)一 H (r，f) 

可 以证 明 ，在很小但 有 限的时 间间隔 r内 

(r，t+ r)一 U(t+ r，￡) (r，￡)+ 0( )， 

其中，时间演化算符 

U(t+ r，￡)= e-i(r／ H e—i‘f／ H2⋯ 

e-i ( - ， )⋯ e—i(f／2)H2 e-i(r／2)H1
． 

H。，H ，⋯， ⋯，H ，H。是对体系总哈密顿的 

对称分拆．其中 H。一H。+H +⋯为体系总哈密顿 

中非含时部分，V(r，t，r)为体系的含时部分．如果 

将时 间演 化 算 符 对 称 分 拆 成 e Ⅲo e-i州“ 

e--i(r／2)Ho(其中 H。为自由原子哈密顿量)，则称这种 

特定 的分拆 方法为光谱 方法． 

将对称分拆时间演化算符的光谱方法用于含时 

Schr6dinger方程 的求解 可 以克 服人 为 设定 边 界 条 

件所带来的不可靠性 问题．对于较大的场强，电子 

在激光场 的策动下 ，可 以在很短 的 时间 内运 动到离 

核很 远 的地 方 ，电子 波包 很 快运 动 到计 算 的边 界 ， 

即使人为设定吸收势和面具函数 ，也无法从根本上 

解决边界完备性问题．因为这需要取更远的边界来 

适应更大的场强，而现有的计算技术和设备无法完 

成这个功能． 

为了了解人为设定边界外粒子对高次谐波的贡 

献，我们将该方程的求解分为两个区域处理 ，即内 

区和外区．对于内区，我们采取数值计算方法求解． 

对于外 区 ，即 (r)一0的区域 ，自由原子 能量本 征 
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方程在该区的解为比较简单的函数，在该区可采用 

解析方法求解，然后结合内区的结果 ，使 问题得到 

清 晰完备 的解 决．通 过对 电子波 包全 域 的计 算 ，可 

以真 正了解 远处 电子对 高次 谐波 产生 的贡献 ，进 而 

为准确研究高次谐波产生过程奠定基础． 

3 算例与讨论 

(1)原子的一维模型 选取短程势 

u (z)一一 Uo 

(Uo> 0，a> 0)， 

相应 的 自由原子哈 密顿 方程 为 

Ho gt(z 一[一÷鲁一 ] 
一 Egr(z)． 

该方 程在 全能域 的本 征解均 可表为解析 形式超 几何 

函数 ，这有助于减小数值计算误差对结果的影 响． 

同时 ，由于短程 作用 ，在 不 大 的空 间 区域 外 ，该 方 

程的本征解退化 为更 为简单 的三角 函数 和指数 函 

数 ，可以解析求解这部分的积分． 

(2)入射激光 选取 钛宝石激光作为入射激 

光 ，脉 冲包 络为正 弦 函数 的平方 形式 ．在 电偶极 矩 

近 似和长度规范下 ，电子在激 光场 中的势能 函数 为 

V(x，￡)一 [Fo sin (n t)sin(o．)]z， 

其 中 一0．057 atomic unit(钛 宝石激光 中心频 率)， 

取 n一0．011 4，Fo为 0．06和 0．07 atomic unit，对 

应 的峰值 场强分别 为 1．26×1Ö 和 1．72×1O“W／ 

cm _ 。
． 

(3) 表象选择和算符分拆 本文采用的时间 

演化算符的对称分拆形式为 

r，(￡+ r)一 e-i(r／ H。e—i V + e—i r／ Ho gt(t)， 

it)一∑c (￡)l，z>+l deCgt( deC (￡)l￡>， 一> c (￡)l，z>+l (￡)l￡>， 

其 中 1，z)，1￡)为 H。的本征矢． 

．

。

． CE(￡+r)一 e (E l e I· 

(∑e--i(t／2)E．c (￡)}，z)+l d￡ · 
e-i(r／2)．'

C ，(￡)l￡ >) 

一e一‘r／ E[1 (z)e一 ‘斗 r) · 

∑e-i(r／2)E c (￡) (x)dx+ 

r∞ r∞ l E(z)e一 件 k l d￡ · 

e “ C 
，(￡) ，(z)dz] 

一 e一 (1 EV4-~(z)e- “ · 

∑e-i(r／g)E (￡) (x)dx+ 
f'-B r∞  

l ，略 (z)e-iw( l d￡ · 
e-i(r／glLC 

，(￡)1 (z)]+ 

fB [ (z)e-irg(t+／~r)x∑ 删 ． I[ (z) ：e一 一· J—B —■ 
c (￡) (z)dx+l’ E(z)e一 “ · 

r∞  

I d￡ e一 。 “(￡) ，(z)]+ 
J 0 

n吩 (z)e一 件 ∑e- 一· J B ■■ 

(￡) +(x)dx+l 争(z)e- “十 k· 

I d￡ e 。 “(￡) +(z)])， 

其 中 B为 (z)>O时的边界．， 一，， +分别为能 

量 为 E 的本 征 函数 在 z一 一 c×。和 z— c×。时 的本 征 

解． 

电偶极矩 (加速 度规范 ) 

da(￡)一一 ( (z，￡)l l (z，￡)>， 

)一 )e-⋯ d ． 

高次谐波 发射功率谱 

P ( )一 l d ( )l ． 

根据对 高次谐波谱 的分析 (见图 1)，我们看 到 ： 

(1)取 有 限边 界 ，其 平 台截 止 点 对 场 强 0．06 

和 0．07 atomic unit分别 为 25次和 31次，符合 

3．17U +J。的理论预言．我们考虑边界外的信息后 ， 

高次谐 波的截止频率 大约增 加 一个 ．这 是 因为 ， 

原来没 考 虑 的 边 界 外 的 电 子 波包 ，具 有 更 大 的 能 

量 ，这 些原来被人 为漏 掉 的 电子 ，在 激光 场 的作 用 

下返回到母粒子 ，放出更大能量的光子，从而使谐 

波平 台得 以展宽 ． 

(2)和有限边界相 比，无穷边界具有更好的谐 

波行 为 ，即谐波 比较清 晰．为模 拟实 验短 脉 冲的实 

际，我们 在计 算 中采 用 的激 光 脉 冲宽 度 为 280 
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atomlc unit，可知 入射 激 光本 身 并 非 单 色光．即使 如 此 ，入射 激 光傅 立 叶 谱仍 集 中在 中心 频率 附 近 

2 

1×10—3 

1×10- 

1×10一¨ 

1×10一 

Harmonic order 

1×10一。 

1×1O一 

1×10一¨ 

1×10一 

图 1 高次谐波发射功率谱 

因此在谐波谱仍然应该清晰看到奇次谐波峰．但是 

对有限边界的计算 ，谐波不是很明显 ；对于完备边 

界的计算，由于包含边界外的波包 向内和由核 区向 
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Solution’S Integrity of Intense Laser Field Schr6dinger Equation and 

High—order Harmonic’S Plateau 
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Abstract：An exact solution of the intense—field Schr6dinger equation is obtained by using the 1D short— 

range potential model and symmetrically splitting time—evolution operator spectral method．This solution is 

the first One defined in the full space without any pre-assumed boundary condition．A novel high—order har— 

monic sDectrum is com puted based on our wavefunctions． It is found that this spectrum displays clearer 

harmonic peaks and a wider plateau than that predicted by Ip+ 3．2Up
． 
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