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摘 要 ：采用变分 法和微扰 法相结合 的方法 ，把 高强度 磁场 中氢 原 子 的哈 密顿 H 分 为 三部分 ：球 

对称哈密顿； 分量角动量算符相应部分和非球对称势微扰，并用一种特别规定的分解法将哈密顿 

H 中含磁场平 方项 的势能分解 为球对称 与非球对称 两部 分 ，且使 非球 对称 部分 引起 的 一级修 正能 

量值为零 ，并采用 一种简便 的 变分 法直 接 求 出 B 对 能级 的二级 修 正值．这 一 方法 不仅 计算 简 单 ， 

而且提高 了计算结果 的精度．计算 了在 均 匀 高强度 静磁 场 下 氢原 子 的 l1个低 能态 能级 和 平均 半 

径 ，讨论 了高 强度磁 场对 能级和半径 的影响． 
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1 引言 

氢原子和类氢原 子处 于外 磁场 中的 问题是 物理 

学 的基 本问题．随着高 新科 技 的发 展 ，需 要 强 度愈 

来愈 高的磁场 ，特 别是 白矮 星 和 中子 星可能 存 在非 

常强 的磁 场的预测 ，激发 了人们 对强 磁场下 电子结 

构 和原子光谱的研究 ，固体 物理 学 中计算超 晶格 能 

级 时 ，也必须考虑 强磁场平 方项 (B )的存 在．为 了 

求解高 强度磁场下氢 原子 和类氢 原子 的能级和 波 函 

数 ，近年来不少 人 已做 了大量 工 作n ]，人们 多 采 

用绝对 近似方法[5]、变 分法l6]、B一样条 (B—spline)方 

法l7]、斜 坐 标 下微 扰 法 方 法 l8]、类 多组 态 (HF)方 

法lg]和有 限元素法 ll。=等．其 中 Chuu等人提 出了一 

种研究类氢 原子能级 的变分展 开式 ．但 由于 变分 法 

的准确度依 赖于尝试 波函数 的选择 ，且 幂级 数展 开 

需要取相 当多的项 才能 获得 精确 结果 ，因此 ，不仅 

计算复杂 而且精确度受 到 限制 ．为 了克 服变 分法 的 

不足 ，Der—San Chuu等人将哈密 顿分 为 4部分 ：无 

外场 的一维氢 原子 哈密 顿 、二维 谐振 子 哈密顿 、一 

个 分量 角 动 量 算 符 和微 扰 项 ，然 后 用 微 扰 法求 

解 ，但 只有三 位有效数 字n ． 

本文采用变分法和微扰法相结合的方法 ，把高 

强度磁场 中氢原 子 的 哈 密顿 H 分 为 三 部分 ：球 对 

称 哈密顿 、 分量角 动量 算符 相 应部 分 和非球 对称 

势 微扰 ，并用 一 种 特 别 规定 的分 解 法将 哈密 顿 H 

中含 磁场平方项 的势能分解 为球对称 与非球 对称 两 

部分 ，且使非球对称部分引起的一级修正能量值为 

零 ，并 采用 一种 简 便 的变 分 法 直接 求 出 B 对 能级 

的二级修正值 ，不仅计算简单 ，而且提高 了计算结 

果 的精度． 

2 哈密顿 H 的分解 

在均匀高强度静磁场中，LS耦合可 以忽略不 

计．若选择磁 场方 向为坐标 轴正方 向并 采用 Har— 

tree原子单 位 ，氢 原子 非相对论 的 Hamiltonian为 

／：／一一号 一 1十号yL 十告 (z 十 )， 
(1) 

其中约化磁场 y在高斯单位制中 y一 B／ C．众 

所周知 ，(1)式描述的能量本征值 问题不能精确求 

解．为了求出比较精确的近似解 ，我们采用变分法 

和微扰法相结合的方法 ，将(1)式 中的 (z 十 ) 

／8按特别规定进行分解，使得一级能量修正值等于 

零 ． 
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我们首先 注意 到 ：当 B≤ 10 T 时 (实 验 室所 用 

磁 场)，(1)式 等号右边第 四项 对 能量 的贡献 完全 可 

以忽略 ，只须考 虑第 三项 对 能量 的 贡献 ，此 即正 常 

塞 曼效应．当磁场很 强时 ，(1)式右边 第 四项不 能忽 

略．但 即使 B一2．35×10 T这样 强 的磁 场 ，y也 仅 

为 0．1，第 四项 也 不到 第 三项 的 十分 之一 ．当 B< 

10 T时 ，含磁 场平 方 项 的第 四项 仍 可 作 为施 加 于 

体系的微扰，可设 V微扰一 ( +Y )／8．将 微扰分 

解 为球对称与非球 对称两 部分 ： 

V微扰 一 lVl(r)+ 2V2( ，Y， )， (2) 

这里的 和 仅与 约化磁 场 y有关 ．这 样 ，体系 的 

哈密顿 H 分为三部分 ： 

厅 一 日。+ 冉 + 冉：， (3) 

其 中 

疗。一  z 厅 一 江 ：， 

H 2— 2V2( ，Y， )． 

不难证 明 H。与 H 对易 ，因而有共 同的本 征 函数 

一 N ， R (r)Y7 (臼， )， (4) 

这里 的 N 为归一 化 系数 ，R， (r)和 Y7 (0， )分 别 

为径 向波 函数和球 谐 函数 ，且有 

疗。 一 E 。 ， 

假若 ：( ，Y， )满足 

< l z l >一 0， (5) 

则微扰项 H：一 (．72，Y， )的能量一级修正值 为 

零 ，而 I：I 一 儿 ：／2的 能 量 本 征 值 具有 精 确 解 ，即 

疗 一 ／2，因此 可直接求 ：( ，Y， )对 能 

量的二级修正．表 1列出了氢原子 11个最低能级 

对应 的 微扰的特殊 分解 方 式 ，它可 以确 保 (5)式成 

立．由表看 出 ， 的一般 形式 为 — (C +C 

Y 一C2 )或 — (C rz—C： )，其 中 可 作 为 

微扰展开式 中的微扰 强度． 

将 H 的本 征值 E 和本征 函数 按 展开 ： 

一  。 + ‘ + + ⋯ ⋯ ； 

E— E‘。 + 2E‘ + E + ⋯ ⋯ ． 

表 1 不 同原 子 态 中的 。y。和 

按 照微扰论 ，E“ 和 E娌 分别为 

E“ 一 < ∞ l 2 l ∞ >， 

E 一 < “ l 2 l >． (6) 

一 级 和二级能量修 正值分别 为 

ZxE ” 一 2E ‘” ，ZxE 一 。E 
．  (7) 

(6)式中的 。 一船 ，它满足 疗。 一E 。 船i，其 

径 向方 程为 

一 号嘉吼∽一扣 r) V1(r )+ 
1 z(z+ 1)R (

r)一 R， (r)． (8) 

同时 ， ∞ 也 是 H 的本 征 态 ，本 征 值 E。 一 7m／2． 

因为 

： ( ，Y， )一 (c rz— c ) 

一 rz(C — C COS 口)， 

(c 一c，2cO )· 

sin0d0d~ 一 0， 

ro。 r r 

E“ 一}N， l I l R， } r drI I l y l。· J 
0 J J 

(C — C COS 臼)sin0d0d~一 0 (9) 

给定 此 中的 Z的具体值 ，由 (9)和 (2)式可 以确 

定 ：中的 系数 c 和 c ，进 而确 定 ：的表 示式 ． 

在表 1所示 的 ：的情况下 ，可得 E“ 一0． 

3 氢原子能级 的二级修正值 

为了求 E娌 ，应先 求 出 ．在 E 的幂级 数展 
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开式收敛的条 件 下 ，根 据 H：yLLeraas原理m]， 

Hylleraas泛 函关系式 ，用于求 E ： 

F( )一 2< l V2 l >+ 

构造 得． 

< l H。一 E l >， (1O) 

这里的 为尝试波 函数．若 一 。 +W ，则 经运算 

并 考虑到 <W l V l >一 < l V l W >，可 将 泛 函 

F( )写为 

F( )一 E + 2E“ <W l >+ 

(W }H。一 E J W >． 

因为 E。 一< l V2 l >，所 以 

F( )一 E + <W l H。一 E j W>， (11) 

该式 表明 ：当 w一0，即 一 “ 时 ，F为 一稳定值 ． 

对 束缚态 ，此 稳定 值 极 小并 等 于 E ．通过 改变 

使 F( )极小 ，就得 到 E娌 的上 界值 E ≤F( )⋯． 

为 了求 F( )⋯ ，令 一f(x，Y， ) ，代 人 

(10)式 ，得 到 

F( )一 2< l f(x，Y，z)Vz l >+ 

0．5< l f(3c，Y， )· 

f(3c，Y， )l >， (12) 

式 中的 为梯 度 算 符．对 (12)式 先进 行 角 度积 分 ， 

而径 向积分 的期 待值 可 由幂级数 解法和维 里定理 求 

一 个较简单 的近似是令 f(x，Y， )与 V：成 正 

比，即令 f(x，Y， )一K (z，Y， )，K 为变分参 

数 ．将它代 人 (12)式 ，先 将 角度 积分 求 出后 ，就得 

到与径 向积 分 有 关 的表 示 式．对 氢 原 子 的 S态 ， 

(1 2)式经化简后 ，右端 的第 一项 和第 二项分别是 

2< l f(z，Y， )V2 l >一 2K (一 )((1— 

3cos ) >；0．5< l f(x，Y，z)· _厂(z，Y， ) 

>=4K< >，易求 得 <(1—3cos ) >一4／5，从而 

对 S态 ，2K <一><(1—3cos。 )。>===(8／5)K<一)， 

(12)式可写 为 

F( )一 2KA + K B， (1 3) 

这里 的 A一(4／5)<一>，B===4<r >，由 dF／d 一0求 

得 F( )的极 小 值 及 相 应 的 K 分 别 为 F( ) 一 

一 A ／B，K一一A／B，从 而 S态能量 的二级 修正 系 

数可表示为 

E㈣ === )『J 一一 A
百

2

一  
． ㈩ ) 

对 P和 D 态 ，不难 将 (12)式 化为 与 径 向积分 的有 

关表示式 ，并求得 能量 的二级 修 正系数 ，结 果 如表 

2所 示 ． 

表 2 不 同原 子态 的 E 

4 结果和讨论 

假如薛定谔方程 中势函数具 有如下形式 ： 

V一(一1／r)+ r ，其中 M 为整数，由薛定谔方程 

相应 的径 向方程和维 里定理得 到 角量 子数为 z态 的 

各期待值 <r”>之 间的递推关 系 ： 

2(N + 1)E 。 <rⅣ>+ (2N + 1)<r >+ 

÷N[(N 一1)一4l(z+1)]<r > 

一  (M + 2N + 2)<rM+ >． (15) 

当 M=2时 ，由递推关 系 (15)和<r>，<r >以及 可 

求得相应 态的 < >．显然 ，求 出 <r>，< >和 E 后 ， 

就 可求 出 <一>，进 而 求得 E“ ．而 <r>，< >和 E 

可 由幂 级数解法 、有限差分 法 和插 值法 相结合 的方 

法求 得．最 后 ，得 到 氢 原 子 的 总 能 量 E— E 十 

7m／2+AE ．表 3列 出不 同强 度外磁 场存在 (即不 

同 y)下 ，氢 原子基态 能中的 E 、原子平均半径 (r> 
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和能量的二级修正值 △E 及总能量 E．其中 的 

收敛 因子 fl=0．999 999 3，』9与玻 尔半径几 乎 相 同． 

表 4列 出 7—0．1(即 B一2．35×10 T)时 ，氢原 子 

的 l1个低能级 的计算 值及有关 数据． 

表 3 氢 原 子 基态 能 中的 E‘ ，E‘ ，E和 <，>等 随 r的变 化 

综上所述 ，可得 出以下 结论 ： 

(1)本 文 采 用 变分 法 与 微 扰 法 相 结 合 的 方法 ， 

并将哈密顿 中含磁 场平方 项势能按 特别办法分 解 为 

球对称势与非球对 称势 ，且将球 对 称势并 人零 级 哈 

密顿 中，能使 非 球对 称 势 的 能 级一 级修 正 值 为 零 ， 

再利用 Hylleraas原理 和超 维 里定 理 ，直 接求 出 B 

对能级的二级修正值．这种方法求出的能量精度较 

Chuu等人 的计 算 结 果 (有 效 数 字 为 3位 )要 高 得 

多，有效数字达 6位以上；(2)磁场的作用将使氢原 

子半径有缩小 的趋 势 ，当 B一2．35×10 T 时 ，氢原 

子基 态半径将 只有 无磁 场 时 半径 的 27．7 ；(3)磁 

场对较高能 级的影响远 大于对 低能 级 的影响 ，在磁 

场作 用下的氢原子 势能 中，球 对称 势对能 级 的影响 

又高于非球对称势部分的影响 ；(4)本文适用于 < 

1的情况(对 S态，相当于 7≤√24；对 P态，相当 

于 7≤ 40；对 D态 ，相 当于 7≤ 56)，也 即可适用 

于求解最高达 10 T的强磁场的情况 ；(5)本文采用 

的方法还适用于求解类氢原子和超晶格中杂质原子 

的能级 以及含 B 项 的哈 密顿 算 符 的能 量本 征值 问 

题 ． 

结果表明：本文采用的将含磁场平方项的势能 

按 特别规定方法 分解为球对 称势与非球 对称势两 部 

分进行变分计算 ，其结果与近期文献中的计算结果 
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一 致且精度更高，并发现氢原子的半径会随着磁场 的增强而减小． 
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Character of Hydrogen Atom in a Strong M agnetic Field 
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Abstract：In this paper we separate the Ham iltonian into three parts：a spherical symm etry Ham iltonian； 

a z—component of the angular mom entum operator，and a non—spherical symm etric potential as the pertur— 

bation operator t and provide a propose method by separating the potential containing squared magnetic 

field B into two parts：spherical symmetric and non—spherical symmetric ones so that the first—order energy 

correction due to the non—spherical symmetric potential is zero t and the second—order correction due to B 

can be obtained by a simple variational m ethod．Our calculations are very simple but the results are more 

accurate．The eleven low—lying energy levels of a hydrogen atom and its mean radius in a uniformly strong 

magnetic field B are calculated．The influence of a strong magnetic field on the levels and radius of the hy— 

drogen atom is discussed． 

Key words：a uniform ly strong magnetic field：variational m ethod；perturbation strength 
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