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摘 要 ：介绍一种精确 的方法，在质 坐标 系中，把量子 Ⅳ 体 系统的整体转动 自由度和 内部运动 

自由度完全地分离开来．对于确定的轨道角动量状态，找到 了一组完备且独立的角动量本征函数 

基，它们是坐标舟量的齐次多项式，且满足 I．ap[ace方程．系统中的任何角动量本征函数都可以用 

这组函数基展开，组台系数只依赖于内部变量，种为广义径向函数．可 简单且明显地推导出广义 

径 向函数所满足 的广义 径 向方程．函数和方程式 都只依 赖 于(3Ⅳ一6)个 内部 变量 ，而且个数是 有限 

的． 
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当把质心平动分离 出去后 ，在质心坐标 系中． 

量子 Ⅳ 体系统有 (3N一3)个 自由度 ．由于 系统各 向 

同性，系统整体转动 自由度应该可以与内部 自由度 

完 全地 分离 开来 ，得 到 仅依 赖 于(3N一 6)个 内部 变 

量 的渡函数 和运 动方程 式．这个 问题在量 子力学 建 

立之初就有人开始研究 ，提出了多种解决方案，近 

年来还有人在继续努力作改进 ，但似乎仍解决得不 

够理想．本 文试 图用一种 全新 的思维来探讨此 间 

题，简单干净地解决系统整体转动 自由度的分离问 

题、 

氢原子问题是一个典型的量子二体问题 ，在质 

心坐标系中，氢原子可用相对坐标 r—r。一rr来 描 

写．由于空 间转 动不 变性 和角 动量 守恒 ，渡 函数 可 

分离变量 

’ (，)一 (r)y (口， 1 ， (1 J 

Schr6dinger方程简化为径向波函数 (一所满足的 

径 向方程，它是常微分方程，可以精确求解．推广 

到量子 N 体系统 ，最 自然 的方 法就是找一组独立 

且完备的角动量本征函数 ，代替球谐函数 y ( ． )， 

得到 广义径 向函数 和广义径 向方 程． 

Wigner用群论方法研究这一问题 ‘．用转动矩 

阵 R—R( ， ， )描写系统的整体转动．它把质心坐 

标系转到固定在系统上的坐标系 ，其中 ， 和 y是 

Eu[er角．设用 一个 字母 描写 系统的 (3N一6)个 内 

部变量，它们在转动中保持不变，因此有确定角动 

最 的状 态为 ’ (口， ，7， )一’ ( ， )．经过简 单 的 

群论运算 ，得到(见文献[1](1 9．6)式) 

’ (d， ，7． 1 

—  ￡ (日、 ， )‘ ．( )． (2) 
： ， 

(2)式 说 明(2l_-1)个函数 D -( ，卢，y)‘构成 ⋯组完 

备的角动量本征函数基，任何角动量为 的本征函 

数都可按此函数基展开，系数 ( )就是广义径向 

函数 Wigner及其后继者在此基础上努力推导广 

义径向方程 。”，但 由于 Euler角微分运算 的复杂 

性 ，得到的方程比较复杂，沿此方向作数值计算也 

较困难． 

目前对量子三体问题，例如氮原子问题，除了 

用变分法计算外 ，用得最多的直接计算法主要是改 

进的超球谐函数方法 ．在此方法 中，角动量本 

征 函数表 为两个分角动量本征 函数 的乘积 ．再用 

Clebsch—Gordan系数来组合．因为分角动量一般不 

是好量子数，所以对确定的角动量状态，有无穷多 

个角动量本征函数基 ，造成超球谐函数的不必要的 

简井．近年也有些] 作~7-9]在固定于系统上的坐标 

系里 ．把动能算符用分角动量算符和径向微商算符 
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表出，它们依赖于(3N一6)个 内部变量．这方法只 

能简化一些计算 ，不能根本解决由于分角动量不守 

恒所造成的有无穷多个耦合角动量基 的问题． 

Eckart_1 提出一种称为主轴变换的方法 ，把经 

典 Ⅳ体系统的转动 自由度和内部 自由度分离开来． 

在 质 心 坐 标 系 中 有 (N — 1)个 Jacobi坐 标 矢 量 

口 
， Eckart引人一个(Jv一1)× (Ⅳ一1)半正定 

的实对称矩阵 四 = ·风 ，它可以通过实正交相 

似变换 x 对角化，x四x =r．由此 Eckart得到 
3 

，一 rdx ，． 1 Ⅳ 一 1． (3) 
4一 】 

其中 P 是三个互相正交的单位矢量 ，把它们作为列 

矢量可以构成一个实正交矩阵，确定三个 Euler角． 

描写系统的整体转动 ， 包含三个独立参数 ， 

而 x 是实正交矩阵 x 的前三行，包含 3(Ⅳ一1)一 

6个参数，这(3Ⅳ一6)个参数描写系统的内部运动． 

Eckart l 证明了在动能表达式中，L'uler角和 内部 

变量完全分离 ，而且不存在角速度的交叉项，这说 

明转 动坐 标 系正 选在 系 统 的 瞬时 惯 量 主 轴 上． 

Eckart的研究被进一步发展并量子化 ]．这个 

方法的最大缺点是新的广义坐标与 Jacobi坐标 的关 

系式(3)只是原则上存在，很难具体表出．此外，导 

出的广义径 向方程也太复杂，目前只具体推导出 5 

个 以下粒子系统的方程，正如该文作者所说 ，可 

能由于计算错误，六体系统的方程还没有得到． 

我们从另一角度来推广氢原子问题中转动变量 

的分离方法．(1)式中的球谐函数 y (目， 是作为角 

动量算符 和 厶的共 同本征函数 引人 的，它明显 

地包含了转动变量 0和 ．Wigner方法中的函数基 

D -(口．．9， )。正是球谐函数 y (目， )的直接推广． 

函数基中明显地包含的 Euler角 ，增加 了计算 的困 

难、在氢原子问题 中，球谐函数 y ( ， )也可 以用 

球谐多项式 (r)=一y ( ， )代替．球谐 多项式 

(，)是 ，的直角分量( ， ， )的 次齐次多项式 ， 

不明显地包含转动变量 0和 ．它除了作为角动量 

算符 L 和 工 的共同本征函数外 ．还满足 Laplace方 

程．用球谐多项式作为函数基 ，一样可以简单地导 

出 径 向 方 程 ．设 (r)= {r (r) (r)，用 

Laplace算符作用 ，得 

△ (r)= (r)[△r一 (r)]十 

2 rr O(r)]· 秒 (r)} 

= 0 (，)r叫 r[r (r)]+ 

20,It 中(r)]r r· {0吒(，)} 

= Y：( ， {r tO(r)一 

( + 1)r-2中(r))． 

计算结果是一样 的，但 因为二体问题 中关于 0和 

的微商并不难计算 ，所 以在传统的研究 中不采用球 

谐多项式．对量子 N 体系统 ，从球谐多项式作推广 

可以避免与 Euler角的微商相联系的复杂运算．这 

正是 本文要介绍 的方法 ． 

在质心坐标系中，量子 Ⅳ 体系统由(Ⅳ一1)个 

Jacobi坐标矢量 ⋯ 描写．任取其中两个 Jacobi坐 

标矢量，例如 和凰 ，由它们来确定固定在系统上 

的坐标系，即取 轴沿 方向，而让 处在 — 平 

面的正 轴一侧．选择(3Ⅳ一6)个在转动中保持不 

变的独立变量来描写系统的内部运动 ： 

= · ． 巩 = ，·丑2， = ·( × 2) 

1 J (Ⅳ 一 1)， = ， 一 一 0． 

(4) 

请注意 ，￡和巩有偶字称，而 有奇字称．在 固定于 

系统上 的坐标系里，噩 只有 分量 } ，而 。的 

和 分量分别为(o／,e )“。和 ”，其中 n=￡玑 

一  

． 此坐标系与质心坐标系遥过转动 R(a， ，y) 

联系起来 ： 

R(n，口， ) 

fc 一 r —c — f ] l l 

= l 。f + c r — 。f + f l，(5) 

【 一 ， 。J 
其中 c 一cos口， =sina等．经过简单的计算得 

e = 1一 X ，e + icesr)= 一 n-tilZ， 

e (c + isr)一一 2(￡n)叫 X + ( ／O)“ Y ， 

X R】 + iR1 ， Y ； R2 + iR ， 

Z ； XR2 一 RhY ， 

Z = 2X 一 2 XY+ ￡Y ． (6) 

现在回到找角动量本征函数基的问题上来．由 

于系统各 向同性 ．为了简单起见，从现在开始我们 

只讨论 L取最大本征值的状态(m= )，L：取其它奉 

征值的状态可通过降算符 工一的作用得到．(2)式表 

明，对于角动量为 的状态，(2z+1)个函数 D (口， 

卢，7)。构成一组完备的角动量本征 函数基，现在我 

们要把这组基组合成关于 Jacobi坐标分量的齐次多 

项式的形式 ，而且要求它们满足 Laplace方程．(6) 

式表 明 Euler角完全由 和 飓决定、取关于 和 
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的球谐多项式，用 Ctebsch—Gordan系数组合成角 

动量为 的本征状态： 

雪 (R ，R2)=∑ 多 (R ) 多 l一．- q(R )· 

(q，riqt，|一 q，Z一 Z， ． (7) 

4R．，R )是关于 Jacobi坐标分量 的 L次齐次多 

项式，而且满足 Laplace方程．取 L— + ， 一0或 

1+略去前面的常数因子 ，得 

Q (Rl，R2)= CJ 4R ，R2) 

Xq一 Y 一 Z 

(g 一 )̂!( — q)! ’ 

q≤ ， 一 0，1． (8 5 

如果 限制 z 的幂次 为 0或 1，则所 有关于 X，y和 z 

的 次齐次多项式都可表为 (R ，R )的线性 组 

合 ，而 由46)式 ，所有 关 于 e s ，e (0+Ic s 5和 

eI~(c腑 +is )的 z次 齐 次 多项 式也 都 可表 为 Q (R ， 

R。)的组合 ，组合系数只依赖于 内部 变量．另一方 

面 ，写 出Wigner D 函数的具体形式 ”]，当 m≥ 0 

时 

(± )(n，卢， ) 

=(一1)z-"2 [ ” 广 
[e ( + ic#s )± e (f + is )] (9) 

可见 D{ (a， ， )’都可用 Q (R ．R：5的组合表 出， 

系数依赖于内部变量． (。， ， ) 与 q (R tR ) 

的关 系类 似于球 谐 函数 y ( ． )与球 谐多 项式 

(r)的关系，因此我们把 Q (R ，R。)称为广义谐 

和多项式．对量子二体系统，角动量本征函数基只 

有一个，而对量子 Ⅳ 体系统，角动量本征函数基有 

(2H一1)个 ． 

我们已经证明了 (2／+1)个 函数 Q (R ，R，)构 

成一组完备的角动量为 的本征函数基 ，Ⅳ 体系统 

中任何 角动量 为 和宇称为 4—1)⋯ 的本征 函数 

(R ，⋯ ，R 一 )都 可 用 这 组 函数 基 Q (R ，R ) 

展 开 ，展开 系数 ( ， ，f)是 (3Ⅳ一6)个 内部 变量 

的函数 ，称为广义径 向函数 ： 

(R1，⋯ ，RⅣ一1) 

1 

一 ∑ ∑ ( ， ，f) (焉，R2)， 
T 0 ⋯  

( ，7，f)= (￡，⋯， 一  ，⋯， 

f3，⋯ ，f 一1)， 

蛘( ， ，一f)一 (一1 5 (÷， ，})．410 5 

因为这组基函数 Q (R ，R。)是关于 Jaeobi坐标分量 

的( + )次齐次多项式，满足 Laplace方程 (见(6) 

和(9)式)，所以选用 (4)式给出的内部变量后，广义 

径向函数所满足的广义径向方程很容易具体推导出 

来．事实上 ，把 Laplace算符作用在(10)式 的函数 

(R ，⋯ ，R 一 )上 ，得 
l 』 

∑ ∑Q (R ，R。)△蝶+2{(砖． R．+ 
r 一  

( )Rz+∑[( 雌)R +( )· 

(R ^Rj)]}·  ̂ + 2{(a}．蝶)R + 

(屯 )2Rz+∑[( 雌)R +(毛蝶)· 

(R ^R )])· Q )． (11) 

第一项 可用变量替换直接计算 ，后面项也容易计 

算 ．详细可参看文献E16，173．对量子三体问题 ，有 

三个内部变量 ， 和 ：，它们都是偶宇称的．因 

此角动量本征函数的展开式变成 

(R ，R2)一∑ ( l， ， )Q (R ，R?)， 
0= j 

= 0，1． (1 2) 

算 得广 义径 向方程为 

△ + 4 ． + 4(1一 q+ ) ， + 

2( ) + 2(z— g)· 

雌 。=一 (E—V) ， 

△ ( ，岛， 。) 

一 {4搴 罐，+ 4"qz蔫 +6(砖．4- )+ ( + )‘ 

凄 4-4岛( ．4- ) ．) ( ， ， )， 

g≤ ， 一 0，1． (13) 

一 旦 广义径 向方 程已经得 到 ，内部 变 量可 以根 

据 问题需要重新选取．例如氦原子能级 的计算问题 

是一个典型的量子三体问题，势函数 为 

T ， 
2e 2e。 ． e。 

— —

— — ⋯  

rl2 7-1 3 Y-23 

y-) ： l rj一 ^ (1 4) 

其 中 是氦原子棱的位置径 向量，而，。和 分别是 

电子的位置径向量．用内部变量 ， ：和 表达时 

1，中包含根号 ，它使在数值计算中出现的级数收敛 

变慢．为此引入新的内部变量 [1 e--~o] 

P一 (R}+ ) ， 一 ， 

f= + r13，V ： 一 P P+篙， 
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一 ： 一 ￡二= 二生
， (t5) 

一 户’ zp" 

把广义径向函数按变量 7和 作 Taylor级数 

展开 ，取到 次项 ，系数写成列矢量 (P)，它满足 

关于超半径 P的矩阵常微分方程．我们对氮原子的 

不同谱项” 高精度地计算最低能级，其中 L= 

0(5波)，l(P波)和 2(D波)，自旋 S—l(正氦) 

和 0(仲氮)，宇称为偶 (e)和奇(o)，取 =10(对 

s波和 尸波)或 一9(对 D波)．计算结果列于表 

1．因为通常的变分计算都假定氮原子棱有无穷大 

质量 ，所以为了与变分法的计算结果比较，也计算 

了氦核质量 等于 l0 倍电子质量 的假想氮原子能 

级，列于表中．计算结果表明，我们的方法级数收 

敛很快 ，计算精度很高． 

表 l 蠹原于能级计算(取原子单位 ． 为氯核与电于质量比) 

文献[船]的结果 

总之 ，对量子 Ⅳ 体系统 ，我们证明了广义谐和 方程 ，使得广义径向方程的推导特别简单．既然三 

多项式 (蜀 ，R。)构成一组完备的和独立的角动量 个转动变量完全分离出去了，数值计算的工作量将 

本 征 函数 基，系 统 中任 何 角动 量 为 和 宇 称 为 大大减少．从氮原子能级计算的例子中已经可以清 

(一1) 的波函数都 可按这组基展 开，展开系数 只 楚地看出这种简化．我们将进一步用此方法计算更 

依赖于内部变量，称为广义径 向函数．由于函数基 多粒子系统的能级 ，例如锂原子的能级． 

是 Jacobi坐标 分量 的齐次多项式，且满 足 Laplace 
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Generalized Radial Equations for a Quantum N—body System 

M A Zhong—qi．DUAN Bin．GU Xiao—yan 

(Institute of High Energy Physics，the Chinese Academy of Sciences，Beijing 100039，China) 

Abstract：A method without any approximation to separate the globaI rotationaI degrees of freedom in 

the Schrddinger equation for an N body system completely from the internal ones is presented．For given 

orbital angular momentum states，we discover s com plete set of independent base—functions，which are ho- 

mogeneous polynomials in the components of the coordinate vectors and satisfy the Laplace equation．Any 

function with the given angular momentum and the given parity in the system can be expanded with respect 

to the base—functions，where the coefficients are the functions of the internal variables，called the general— 

ized radiaI functions． W e explicitly,establish the sim ultaneous equations with the finite number for those 

functions．Only (3Ⅳ一 6)internal variables are involved both in the functions and in the equations． 

Key words：quantum N—body system；Schr6dingeT equation；generalized radial equation 
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