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摘 要 ：基于表述经典及量子系藐可积性的动力对称性群，对量子可积系统规则运动的经典对应问 

题运用 归纳 法进行 了研 究．具 体给 出了孽典 近似描述 的适用 条件 ，并进 行 了简 明讨论． 
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1 引言 

经典力 学的研究 对象 是宏 观 问题 ，涉 及 到物体 

的质量 、彼 此 问相互 作用 的 力程 、以及 运 动变 化的 

频率都在 日常习见的量级．量子力学的研究对象则 

是微观问题 ，涉及 的质量、力程和频率都在相差甚 

远的量级+但科学技术 的发展已进入到纳米尺度+ 

一 方面可以进行常规测量 ，另一方面又显示 出量子 

力学特征．介观物理所研究的多体系统中，经典现 

象和量子现象是并存着的．二十世纪内物理学的另 

一 巨大成就是 ，阐明了经典的少数运动 自由度的系 

统的混沌运动，其相点轨迹对于初条件的微小变动 

有 指数敏感 性．人们 自然要考 虑相 应 的量 子混 沌是 

否存 在 ，但 至 今还 没 有 明确结 论 ．其 实 ，规 则运 动 

和混 沌运动是 一个 问题 的两个 侧 面 ，只有 阐明 了规 

则运动的量子经典对应 ，才 能根据量子经典对应原 

理同样从规则运动的充要条件的破坏去研究混沌运 

动．本文的目的就是想在这方面做 努力． 

量子经典对 应是一 个涉 及 面极 广 的问题 -既 要 

考虑二者之间的共性 ，又要考 虑二者之问的差异， 

还要进一步在一定条件下进行 比较 ，显示出差异随 

标度变化而减小的特征．对于这样一个普遍 的、不 

限于 某 种特定 情 形 的 问题 ，只能 用 归纳 法 来论 证 

有关具体工作 已在系列专文 中论述 ．本文陈对可 

积系统规则运动的量子经典对应问题作些概括外 ， 

还将对与之有联系的问题作些讨论． 

2 对 当今 量子 力学基本框架 的分析 

量子力学与经典力学的差异在于微观系统所特 

有 的不 确 定 性 原 理 ．然 而人 们 对 于客 观 规 律 的 认 

阻 ．只能在 继承 的基础 上不 断地 向前发 展．当今 的 

量子力学基本框架正是从哈密顿力学的基础出发 ， 

融入 新 的实 验发 现 ，而发展 形 成 的．它包 括 下述 3 

个 面 ：(1)物理观测量由相应的厄密算 子的期 

望 值给 出 ；(2)表 述 力学量 变 化 的动力 学 方 程仍 取 

哈 密顿方程形式 ，但 力学量换成 了相应 的厄密算 

子 ，经典泊松 括号换威 丁量子泊松括 号 ；(3)表述力 

学 量的算 子作 用 于其上 的希 尔伯 空间 由一 组 可互易 

掉子的完备集合来确定．其中第 3点还未将所研究 

的微观系统的状态空间与经典相点空间之间明确的 

对应关系建立起来．由于这一不足之处 ，致使量子 

力学做出了辉煌贡献之后 ，仍给人留下不尽满意的 

感觉 ． ． 

当今的量子力学基本框架已充分利用了经典力 

学 中哈密 顿方程 对 于正则 变换 的不变 性 此外 ，经 

典 力 学 中 还 有 一 种 仅 仅 适 用 于 可 积 系 统 的 不 变 

性 ．尚未被量子力 学基本框架所 利用．另～方 面 ． 

经典力学和量子力学教科书都仅仅具体讨论了少数 
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特殊 的可 积系统 ，对 一般 情 形只 是用微 扰法进 行 r 

近似 处 理．是否 可 由此得 出启 示 ：先 从可 积系 统规 

则运动人手 ，进行系统研究 ，也许能改善 当今量 子 

力学基本框架 中的第 3点．如果确能解答可积系统 

规则运动的量子经典对应问题 ，则不仅能增进人们 

对于量 子 力学 内涵 的认识 ，而且 也 自然地 给 出了一 

个具有量子经典对应的关于不可积性的标准，为进 

一 步的研究 提供 了可 能． 

3 简谐 振子的量子经典对应 问题 

可积系统 虽 是一 类特定 的系统 ，但 它们 仍 可 以 

区分为既有共性又有各 自特征的不同类型．因为量 

子经典对应是一种共性，所以我们从单个运动 自由 

度的菏谐 振子 人手 去具 体讨论．但为 了以后 的推 

广 ，又严格要求只根据极普遍的对称性概念口 和非 

常普遍 的群论 和拓扑方法 ，去讨论简谐振子的量 

子经典对 应问题． 

经典简谐振子的可积性就是刘维定理 所讲述 

的其哈密顿量在作用量、角变量表述的相点空问中 

对于角变量转动的不变性．为了区别于普通空间中 

的对称性 ，称 相点空 间中 的这种 对称性 为 动力对称 

性．要示明这种动力对称性 的存在 ，就要示明哈密 

顿量表为只是作用量的函数的可能性． 

为 了统一 研究 具有 不 同参 量 的 量 子简谐 振 于 ， 

第一步 ：先作标度变换 ，使它们的哈密顿量统一表 

为无 量纲形式 

1 

H =寺(户。+ q )． (1) 

第二步：要在(g，户)空问中作量 子正则变换 ，仅把 

q，P视为无量纲的量还不够 ，还要保证对于时问反 

演的不变性．像量子泊松括号 中出现“j”那样，在量 

子 正 则 变 换 中 应 采 用 b = 1／／2(q— iP)，b= 

1／ 2( +|声)这样一组厄密共轭的变量．第三步： 

在量子简谐振子情形 ，可具体算 出 

[6，b一]=1， H =b一6+ ÷ ． 

EH，b ]一 b ， [H，6]一一b， (21 

H ，b ．b一起则构成一封闭的李代数， 

H．b ，bI+ l Eb，H]，b -- 

l[6 ，6]，H l= 0 (31 

诚然，一般的含 r个元素的李代数中，任意三个元 

素问都有上述雅可俾恒等式．但现在，H 本身是一 

个 运动积分，(2)式示明 b一，b分 0表示升 降算子 ， 

(3)式示明了，哈密顿量 H 也就是作用量 L，一(6 b 

+1／2)，它与升降算子 b ，b一起 ，构成封闭李代 

数．这一动力对称性群 的存在具体表明了简谐振子 

可 积性． 

必须指出：单个 自由度的系统不会呈现共振 ， 

必然是可积的．且根据雅可俾恒等式，知道一定存 

在着由运动积分和升降算子构成的表征其可积性 的 

动力对称性代数．但第一 ，能找到的这样的动力对 

称性代数只有少数几种类型 】；第二，能像简谐振 

子那样 ，直接地或通过简单变换给出其具体实现形 

式的 ，极为罕见 因此，把这种能直接地或通过简 

单变换而给出其动力对称性代数的可积系统称为典 

型可积系统 ，并先从它们人手进行研究． 

有了动力对称性群 以后 ，就可以运用群表示来 

给 出相应系统的量子态空间的表示．不仅可以用作 

用量 的正交 归一本 征矢 系来 张布量 子态 空 间，还 

可以用一组群元对基态 l )作用来给出一组状态 

j )一 expl7b 一 7 b1％>． (4) 

它们给出如下的平均性质 ： 

1 

t 1b 1 )= y 一 七 ( — )， 

t lbI >一 y一 

( lH l ，> 

寺c -- 
yy 七 ÷ ． (5) 

这些平均性质与经典情形中的相点的性质相应． 

然而 ．(1)具 有 不 同 7值 的两 个 l >彼此 并 不 

正交 (2) 是数值连续地变化 的参量 ，{l )}是 

过完备 的．推 广 Husimi分布 函数 的概念 ，对这 些 

彼此不正交的态通过如下的与 l )的具体位置无关 

的量 

( )J!= P(1A7 一 I 一 y21) (6) 

来表述 )的几率密度分布函数，从而给出 l 的 

几率密度分布的平均半径 
- 

— —  l xP(x)dx 

j△yI一 ——～ ． (7) 

I P(x)dx 
”  

因为．7值只取离散的相应于基本相胞中心坐标的 

数值的那些 )是近乎彼此正交 的，故 lA7I等于两 

个 相 邻 的基本 相胞 的 中心 间距 时 ，P(1△y )之值 很 

小，接近于零 ，lA7l值在单位量级．这样 ，单独地 
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考虑一个态 1西>时 ，可把它视为儿率密度分布半径 

在单位量级的与经典相点相对应的态．可用这样 的 

某个态 l )作为含时薛定谔方程的初态，求得相应 

的解为 l ( ))=J >．其几率密度分布特征在运 

动中保 持不变 ，仍保 持着初始 时刻 的态 的基本特 

征 ；其几率密度分布中心则像孤 子那样在 相应 的 

l l取常数值 的圆周上运转 ． 

虽孤子般的态的运动与经典相点的运动有定性 

的彼此对应之处 ，还应进一步定量地考察在经典极 

限下近似描述的可能性．直观地考虑 ，作经典近似 

描述 ．应考虑如下条件 ， 

孤子 旦  
171《 l 圆形轨道周长 

．

⋯  

(8) 

因为有限的几率密度分布与离散能谱一样 ，都 

是和动力对称性群直接联系着的特征，所以能否作 

经典近似描述的条件 ，可同时表为 

一  《 ． ㈤  激发能 z l 。J ⋯ ’ ⋯  

为了统 一讨论具有 不 同质量 的简谐振 子 在一 

开始就用了标度变换．现在要 比较研究具有不同质 

量的简谐振子的量子效应的相对大小 ，(1)回到原 

来未作标度变换的表示 ，(2)在同一未作标度变换 

的激发能的基础上进行比较研究．由于 

I 
未作标度变换的激发能 一m( ) 1 ÷一固定值， 

( )。。 ， (10) 

故如系统的质量 愈大 ，激发量子数 77"g( )亦愈大 ． 

量子效应就愈小，在极限条件下逼近于零． 

现在把简谐振子的量子经典对应的论证 的思路 

概括 如下 ： 

刘维定理所表述 的系统 动力学 方程 的可积性 

一动力对称性与相应的李代数 、李群 

一 由群表示 到量子 态空 间 的表示 

一 由运动学 表述到动 力学表述 

一 由孤子般 的运动状态 的完全 描述 到平均性 质 

描述 

一 由经典对应到极限条件下的经典近似描述 

而贯穿整个思路的核心概念则是动力对称性群． 

4 从简谐振子的量子经典 对应 到其他 

可积系统 的量子 经典对应 

前面讨 论 已明确指 出量子经典 对应 问题 的核心 

概念是动力对称性群的存在．所以要把关于筒谐振 

子的量子经典对应推广到其他可积系统，就必须具 

体给出所要研究的可积系统的动力对称性群．这种 

推广包含两个方向：(1)从单个运动 自由度的典型 

町积系统到多个 自由度的典型可积系统；(2)从典 

型可积系统到同类型的其他可积系统． 

先讨论从单个运动自由度的简谐振子向三个 自 

由度 的球 谐 振 子 推 广 的 问题 ．由于势 场 的球 对 称 

性，它有三个彼此独立的运动积分．其中两个运动 

积分是角动量和角动量的 z轴分量 ，它们反映了势 

场的球对称性．故这 两个运动积分取确定值 的要 

求．称为动力对称性约束．在动力对称性约束条件 

下 ．就只需要考虑径向 自由度的运动．通常量子力 

学教 科 书 中，就是 用 分 离 变 量 方 法 解径 向运 动方 

程 ，其 实这 样 一种单个 运动 自由度在确 定子空 间 内 

的运动，也完全可以像简谐振子那样 ，运用动力对 

称性 群概 念来处 理 ．在 目前 情形 中 ，不 同的是 ：与 

径向自由度相应 的一对量子泊松括号联系着的厄密 

共轭的升降算子，与之匹配的作用量，以及它们共 

同构成的动力对称性群并不清楚 ，需要通过某种变 

换才能给 出．好在球谐振子问题还可以通过其他途 

径给出其哈密顿量的解析的本征解 ，而且前面 已指 

出．对于单个运动 自由度的系统或者在动力对称性 

约束下的单个 自由度的子系统 ，只能有少数几种动 

力对称性群 ，故不难通过变换具体给出动力对称性 

群生成元的显示式 ．哈密顿量与作用量之 间的函数 

关 系也随 同 给 出．具体 给 出的动 力 对称 性群 是 

SO(3)@SO(2，1)．其 中 S0(3)反映 了势场的球对 

称 约束 ，而 动力对称性 群 SO(2，1)则表 述 了径 向 自 

由度的规则运 动． 

类氢原子中的电子是在球对称的长程的库仑势 

作用下运动．同样需要考虑动力对称性约束下的径 

向自由度的运动，但库仑势作用下的这种运动 ．既 

可 以是负能 量的束缚态 ，也可 以是正能量的束缚 

态．为了具体考虑负能量束缚态 ，就应考虑额外 的 

动力对称性约束．根据相应的经典情形 ，知道尚有 

额外 的运 动不变 量 、伦兹矢 量 的存在 ，故应 考 虑含 

SO(3)的 S0(4)约束．在这样 的考虑下，就可给出 

娄氢原子的动力对称性群 S0(4)QSO(2．1)的具体 

表述 ． 

概括起 来说 ，向多个 运 动 自由度 的典型 可积 系 

统 的推广，关键在于先解 决其 动力对称性 约束 问 
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题 ． 

由典型可积系统 向非典型可积系统的推广是指 

下述条件下的推广 ：第一，它们是同一可积 系统类 

的系 统 ，具有 相 同的动 力对称 性约 束 ，实 际上 只要 

考虑单一运动 自由度在相应升降算子所表述的子宅 

间 中 的 运动 ；第 二 ，典 型 可 积 系统 的暗 密 顿 量 H 

只含与这一对升降算子相应的作用量，而同类型的 

非典 型可 积系统 的哈密顿 量 H(̂) H +,Iv还吉 有 

升降算子 ，其中 ^则表示含有升降算子的那一部分 

的强度．这样 问题就简 化成为从 H 向 ／-t(̂)推广 的 

问题 ．而 H。与 H (̂)的差 异必然要 在 它们 的态空 问 

表示 中呈现 出来，故可 以通过拓扑方法研究 ‘．先 

利用 H。的本征矢系来给出月 (̂)的矩阵表示 ．再通 

过 矩 阵对角化 ，可给 出 H。与 H (̂)的一一 对应 的本 

征矢之间的映射．因为这种映射是刊一单个运动 自 

由度的子空间的不 同本征矢系间的映射 ．必然是可 

微 同胚映射．这种可微同胚映射 ，不仅可以给出动 

力对 称性子群的非 线性实现方 式．还 同时给 出 厂 

H ( )与新 的作用 量的非线 性函数关 系． 

把 2、3两节的内容结合起来 ，就相当广泛地对 

可积系统的量子经典对应问题进行 了系统论证．下 

一 节 中将在此基础上 ，对有关问题作些简明讨论． 

5 对一些有关 问题 的讨论 

由于 引入 了动力对 称性群 ，不 仅 系统地 表述 

可积 系统规 则运 动特征 ，而 且进一 步论述 了它们 的 
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Abstract：Based on the dynamical ymmet ry grout】character【zi“g the integrability。f classica【as we11 as 

quantum mechanics，quantum dynamics with proper initial conditions was genuinely formulated，and ana 

[ytical solutions in the form of soliton like state evolving around a certain invar[ant torus were。btained
． It 

has been shown that，in case the intrinsic size of the evol vmg quantum state is significantly smaller than 

the extent of its evolving orbit，the motion can be satisfactorily treated with classical approximation
， Hav 

[ng demonstrated the quantum—classical correspondence of regular motion，the possibility to study quantum 

chaos on the basis dynamical symmetry breaking W~'／S briefly discussed． 

Key words：dynamical symmetry grouP；q【]anfum r。gu【ar motion；quantum-e1assica1 corresp。ndence 
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