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胶球的格点QCD研究
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摘要:  胶球是强子物理的重要研究对象，也是我国北京谱仪 (BESIII)实验寻找的重要物理目标。格点量子色

动力学作为从第一性原理出发的研究强相互作用非微扰特性的方法，是研究胶球问题的重要理论工具。本工

作介绍了近年来格点量子色动力学理论对胶球性质的一些研究进展，并讨论实验上发现的若干共振态作为胶

球的可能性。另外，规范场拓扑荷密度在纯规范理论中可以作为内插场算符来研究赝标量胶球性质，但在具

有   动力学海夸克组态上的拓扑荷密度算符的关联函数中，只观察到轻赝标量介子   和   的贡献。这启

示我们在具有动力学海夸克的情形下，需要构造多种形式的内插场算符来研究赝标量胶球。
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0    简介

量子色动力学 (QCD)是描述强相互作用的基本理

论，其基本自由度为夸克场及胶子场。QCD是非阿贝

尔量子规范理论，在高能区具有渐近自由的特性，在低

能区则有色禁闭特性，即不存在自由的胶子和夸克态。

因此实验中直接探测到的强相互作用物质是由夸克和胶

子构成的色单态体系——强子。夸克模型将强子分类为

由正反夸克构成的介子和由三个夸克构成的重子。与阿

贝尔规范理论 (如量子电动力学)的媒介粒子 (如光子)不
同，胶子携带色荷并存在自相互作用，因此也可以像夸

克一样参与强子构成。一般的唯象理论认为存在纯粹由

胶子构成的束缚态，称作胶球。寻找和研究胶球成为强

子物理的一个重要研究问题。关于胶球性质的研究有助

于更深入地理解强相互作用的低能性质。

在量子色动力学发展早期，便涌现出多种理论开展

了关于胶球性质的研究，如MIT袋模型 [1−2]，组分胶

子模型 [3−4]，QCD求和规则 [5−9]和格点QCD等。格点

量子色动力学 (Lattice QCD)作为QCD理论的非微扰求

解方法，在研究胶球问题上有着独特的优势。淬火近似

下的格点QCD计算给出了最轻胶球的质量，其中标量

1.5∼1.7 GeV 2.2∼2.4 GeV

2.6 GeV
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η(1405), η(1475)，
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η(1405) η(1475)

γηη γKK

X(2370) X(2500)
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胶球    ，张量胶球    ，及赝标量

胶球约    
[10−11]。除此之外，实验上也给出了一

些胶球的候选者。例如，在标量区域存在着三个同位旋

单态粒子    ,     ,     ，如果将质量接

近的其它标量粒子排入介子八重态和单态，还多出了一

个同位旋单态的粒子。一个自然的解释，这个多出来的

粒子可能是胶球，不过对于哪个粒子对应着胶球，存在

着较大的争议 [12−14]。在赝标量道也有类似的情形，对

于质量接近的同位旋单态赝标量粒子 

 ，也存在着额外的可能是赝标胶球的粒子，然

而这些粒子的质量与格点QCD理论预言的赝标量胶球

的质量差距较大。文献 [15]考虑了赝标介子与赝标胶球

混合的情况，发现混合后的胶球质量仍大于   。文

献 [16]则是认为    和    其实是同一个态，

只是在不同衰变道的不同体现而已，如此一来，在该能

量区域也就并不存在额外的粒子，格点预言的赝标量胶

球与实验并不矛盾。此外，我国北京谱仪 (BESIII)在
J/ψ到    ，    等过程陆续发现了一些同位旋单态赝

标量粒子，如    
[17−18]，    

[19]以及最近刚

刚发布的   
[20]。这些粒子质量与格点QCD预言

的赝标量胶球质量接近，值得关注它们作为赝标量胶球
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候选者的可能性。对于张量道，    
[21]是可能的

张量胶球候选者，此处不做过多探讨。除此之外，具有

奇特量子数，即普通   介子不具备的量子数的胶球态

也被一些合作组 [22]提出并研究，这也是寻找胶球的一

个重要方向。

总体来说，尽管胶球作为一种奇特强子一直受到粒

子物理学界的关注，想要将其从普通介子中分辨出来仍

然十分困难，这需要实验家与理论家二者的共同努力。

本工作将基于格点QCD理论，介绍该领域对胶球的一

些研究进展，特别是中国格点组在该方面的一些研究成

果，在最后也将讨论与赝标量胶球具有相同量子数的拓

扑荷密度算符的相关计算。 

1    格点QCD理论简介

Aµ(x)

Uµ(n) = eiaAµ(n)

首先，我们对格点QCD理论做一个简单的介绍，

更详细的了解可以参考专门的著作 [23]。格点QCD从

QCD的路径积分形式出发，通过Wick转动到欧氏时空，

闵氏场论中的生成泛函可视为统计系统的配分函数，算

符的真空期望值转化为系综的平均值；再经过四维欧氏

时空的离散化，使得自由度有限可数，格点QCD研究

就可以进行数值模拟计算。在格点QCD理论中，费米

场定义在时空格点上，而传递相互作用的规范场 

是通过指数映射   定义为连接相邻时空点的

链，称为规范链变量。系统的配分函数可写为 

Z =
w
DUDψ̄Dψe−(S g[U]+S f [ψ̄,ψ,U])

=
w

DU det M(U)e−S g[U]， (1)

[DU] S g[U]

a→ 0

其中    代表着每个链变量的积分；    为规范场

作用量部分 (威尔逊规范场作用量)，该作用量在 

时，回到连续时空下的作用量。 

S g[U] =
β

3

∑
P

Re
[
Tr(1−UP)

]
， (2)

Up = Uµ(n)Uν(n+µ)U†µ(n+ ν)U
†
ν (n)

µ ν x，y，z，t

n

这里    ，代表着由四条

邻近规范链构成的小方格；   、   为沿   的方

向指标；    为四维离散欧氏时空坐标点。式 (1)的第二

步将费米场积分成费米子行列式，从而整个配分函数都

是关于规范场的积分。可以通过蒙特卡罗的方式产生一

系列的满足该配分函数的组态，所有物理相关的期望值

变为在该系综下的平均值 

⟨O⟩ =
r
DUDψ̄DψO(U,ψ, ψ̄)e−S [U,ψ, ψ̄]

Z = E(O)， (3)

O其中   为物理观测量所对应的算符。于是与物理相关的

信息，就可以从各类关联函数中得到。例如通过计算两

点关联函数并插入哈密顿量本征态的完备集，可从中抽

取出物理态的质量信息  ⟨OG(tf , p)O†G(t0, p)
⟩
=
∑

i

⟨
Ω
∣∣∣OG(tf , p)

∣∣∣ni
⟩⟨

ni

∣∣∣O†G(t0, p)
∣∣∣Ω⟩

=
∑

i

⟨
Ω
∣∣∣eĤ(tf−t0)OG(t0, p)×

e−Ĥ(tf−t0)
∣∣∣ni
⟩⟨

ni

∣∣∣O†G(t0, p)
∣∣∣Ω⟩

=
∑

i

∣∣∣⟨ni

∣∣∣O†G(t0, p)
∣∣∣Ω⟩∣∣∣2e−Ei(tf−t0)， (4)

Ω H |ni⟩
Ei i t0(tf)

tf − t0

O

   为相互作用真空；   为系统哈密顿量；   为哈密顿

量的本征态；   为第   个态的能量；   为产生(湮灭)
算符所处的时刻。从上述表达式可以看出，当   足

够大时，关联函数将由基态强子主导，选取合适的时间

间隔进行拟合可得到与算符   具有相同量子数的基态强

子态质量。

O

A1，A2，E，T1，T2

C = + C = −

OPC
A1 ,A2 ,E,T1 ,T2

a→ 0 OPC
J

由于胶球主要由胶子构成，一般采用纯规范场来构

造胶球算符，以此来计算胶球质量谱。在格点上用规范

链替代了规范场，因此可以通过由规范链组成的规范不

变量——威尔逊圈来构成胶球算符，图 1列出了一些威

尔逊圈的构型 [11]。通过对不同形状的威尔逊圈做   群

的转动来构建一定数目的胶子算符，再将这些算符进行

线性组合，使得它们满足空间点群的各个不可约表

示——   ，并对这些算符做空间反演

变换，构造出具有确定P宇称的算符；再对这些算符取

实部对应着电荷共轭宇称   ，取虚部对应着   ，

来给出确定C宇称的算符。最终得到属于空间点群各个

不可约表示的具有确定 PC宇称的算符    。当

取连续极限   时，可以对应到具有确定   的算符，

它们的一些对应关系见表 1。

A++1

例如，我们若采用图 1中第一种威尔逊圈来构建属

于   的胶球算符： 

OA++1
= O++1 +O++2 +O++3 ， (5)

 

图 1    构造胶球算符所需要的威尔逊圈构型 [11]
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O1,2,3

A1

24×24
Ci j

2 (t, P), i, j = 1,2, ...,24

这里的    分别表示三种不同空间取向的威尔逊圈。

对于    表示，这些算符前面的系数都相同。对其他表

示, 算符前的系数可以根据群表示的不可约分解得到。

此外，我们还可以进一步做涂抹①的操作，来获得更大

的算符集合。对每组量子数构建了 24种胶球算符，利

用这些胶球算符可以构建出    的两点关联函数矩

阵   。通过求解如下的广义本征值

方程： 

C̃ (tD)v(R) = e−tDm̃(t)D)C̃(0)v(R)， (6)

tD v(R)

α Oαopt = vαi Oi

   固定为 1的优化时间间隔，   为各个态的本征矢量。

最终将胶球算符集合按本征矢量进行线性组合，即得到

主要投影到第    个胶球的优化算符   。这些优

化胶球算符构建的两点关联函数在较小的时间间隔上便

以单态贡献为主，有利于获取较高精度的胶球质量。基

于这些优化的胶球算符，人们可以进一步研究胶球的

Bethe-Salpeter(BS)波函数、J/ψ辐射衰变过程的产率等

问题。 

2    胶球的格点QCD研究进展

N→∞

如前所述，在格点QCD理论中通常选取格点上的

威尔逊圈来构建胶球算符，注意到威尔逊圈是通过规范

链构成的首尾闭合的圈，因此可视为完全由规范场构成

的算符。在淬火近似下，由于没有海夸克，纯规范场构

成的算符不会与各类介子态耦合，只耦合到胶球态 [11]。

近期也有工作研究了纯 SU(N)规范理论下胶球的质量，

并给出了胶球质量在    下的结果，该计算结果与

其他淬火近似下的结果都比较一致 [24]。随着格点QCD
发展到非淬火近似计算时期 (即产生组态时包含海夸克

的贡献)，也有不少工作计算了非淬火近似下的胶球

谱 [25−26]。随着国内超算的发展，中国格点组利用我国

的超级计算机，产生了一批自主的 2味非对称动力学组

态，并在此基础上开展了胶球谱的研究 [27]。最近他们

又基于 RBC合作组在物理点的 2+1味动力学组态上，

UA(1)

η ηc

θη−G = 3.47(46)◦

再次计算了三个最轻胶球的质量 [28]。在这些工作中，

也都是采用纯胶子算符来构建胶球算符，得到的胶球谱

也大体与淬火近似下的相一致。然而在具有海夸克的情

形下，原则上纯胶子算符也可以耦合到各类同位旋单态

介子，但是这些模拟计算结果说明纯胶子算符可能与这

些介子态的耦合非常弱，因此在较短的时间范围内，主

要体现出来的都是胶球态。不过在非淬火近似下仍然会

存在胶球算符与普通介子态的混合问题，特别对于赝标

量道，   反常可能增强赝标量介子与赝标量胶球的

混合。中国格点组研究了   及   与赝标量胶球的混合问

题，给出了混合角   
[29]。如果要更精确地

给出胶球谱，还应该加入各类夸克场算符，来构建关联

函数矩阵，采用变分法获取各个态与算符的耦合关系，

从中辨认出胶球，并给出胶球的谱学信息。文献 [30]首
次在标量道，构建夸克场算符及胶子场算符关联函数矩

阵分析了各个算符与态的耦合情况，然而并没有得到明

显的胶球信号，该问题需要更多的格点QCD方面的研

究来进行检验。

传统夸克模型中的夸克是唯象意义上的组分夸克。

如果也存在类似的组分胶子，则可以构建组分胶子模型，

将胶球视为在具有色禁闭特征的势场下，由若干个组分

胶子组成的色单态粒子 [3]。在这些组分模型中，组分

夸克或组分胶子的相对波函数描述了整个强子的结构，

对应到场论体系，可以通过Bethe-Salpeter波函数来研

究各类强子的内部结构。对于胶球，格点上的 Bethe-
Salpeter波函数可定义为 

ΦG(r) =
⟨
0
∣∣∣∣∑
µ,ν

α(µ,ν)
∑
|r|=r, x

Ylm(r̂)Aµ(x)Aν(x+ r)
∣∣∣∣G⟩， (7)

r̂ r Ylm(r̂)

α(µ,ν) |G⟩
Φ(r)

   代表了    的方向；   提供了两胶子算符的轨道角

动量；   给出了胶球态   对应的量子数。该波函

数    可以通过在格点上计算如下两点关联函数并拟

合得到 

C2(t,r) =⟨0 |OA(t,r)OB(0)|0⟩

=
∑

i

1
2mi
⟨0 |OA(r)| i⟩⟨i |OB|0⟩e−mit

=
∑

i

Φi(r)e−mit, (8)

|i⟩ mi i

OA(t,r) OB(r)

其中    为插入的中间胶球态；     为第      个态的质量；

 为空间拉开的胶子算符；   为具有特定量子

数的优化胶球算符。我们在淬火近似格点QCD下，两

组不同格距的格子上模拟计算了标量及张量胶球基态和

 

表 1    空间点群与连续群的对应关系
 

J  Λ 

0 A1 

1 T1 

2 E⊕T2 

3 A2 ⊕T1 ⊕T2 

4 A1 ⊕E⊕T1 ⊕T2 
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x

L = 1
L = 0

π

第一激发态的BS波函数 [31]。计算结果显示，对于基态

胶球波函数不会有穿过零点的节点 (即基态胶球波函数

与   轴没有交点)，而对第一激发态会存在这样的节点，

这与两胶子组分胶球是相符合的。对赝标量胶球，它可

能由两个组分胶子构成P波态 (轨道量子数   )，也可

能由三个胶子构成S波态 (轨道量子数   )。文献 [28]
基于两组具有物理   介子质量的 2+1味海夸克组态，计

算了标量、张量及赝标量胶球的BS波函数，对于赝标

量胶球，采用了两胶子算符来计算，得到的BS波函数

显示出P波的特征。未来进一步研究三胶子赝标量算符

可以提供更丰富的胶球内部结构信息。

J/ψ
J/ψ

3.8(9)×10−3

f0(1710) J/ψ
1.7×10−3 J/ψ→ γ+ f0(1710) J/ψ→

γ f0(1500)

f0(1710)

J/ψ
1.1(2)(1)×10−2

J/ψ
f2(2340)

J/ψ
2.31(90)×10−4 J/ψ

UA(1) J/ψ
J/ψ η UA(1)

UA(1)

UA(1)

在粲偶素的辐射衰变过程中，正反粲夸克湮灭会产

生大量的胶子，被认为是寻找胶球的理想场所。从而理

论上提供胶球在粲偶素辐射衰变过程的产率计算，可以

为实验上提供寻找和辨认胶球的重要依据。中国格点组

分别计算了标量、张量及赝标量胶球在   辐射衰变过

程的产率，计算结果表明，标量胶球在   辐射衰变过

程的分支比为    
[32]。目前实验上给出

 在   的辐射衰变过程中的已测得分支比之和

约为    ，且    的产率比  

 大了差不多一个量级 [33−34]。从这些迹象来看，

 更可能为一个标量胶球，或以标量胶球成分为

主。计算给出张量胶球在   辐射衰变过程的分支比为

 
[35]，这是一个很大的分支比。目前 BE-

SIII在     辐射衰变中通过分波分析得到的张量介子

 的产生性质和这个结果是相容的 [19, 33−34, 36]。

另外计算给出赝标量胶球在   辐射衰变过程的分支比

为   
[37]，与实验上测量的    辐射衰变到

同位旋单态赝标介子相比，并未有明显增强，这里

 量子反常可能提供了    到赝标量介子的增强。

中国格点组计算了    辐射衰变到    过程，考虑  

反常带来的混合后，可以得到与实验测量一致的结

果 [15]。因此在赝标量道，   反常对赝标量介子及赝

标量胶球有着重要的影响，后面我们会进一步讨论与

 反常相关的问题。 

η′3    拓扑荷密度关联函数与 

Bc Ec

S (x) P(x) Θi j(x)

在前一章介绍构建胶球算符，主要通过构建威尔逊

圈，并通过线性组合成为空间点群的不可约表示的算符。

另外，原则上也可以通过威尔逊圈的线性组合，构成色

磁场   及色电场   ，然后根据连续空间下常见的标量

胶球   ，赝标量胶球   以及张量胶球   的算符

关系： 

S (x) = 2g2Tr
[
B(x)2+E(x)2

]
,

P(x) = 8g2Tr[E(x) ·B(x)] ,

Θi j(x) = 2g2Tr
[
θB

i j(x)− θE
i j(x)
]
, (9)

g θE
i j, θ

B
i j其中   为规范耦合常数，   定义为

 

θE
i j = TrEiE j−

1
3
δi jTrE2,

θB
i j = TrBiB j−

1
3
δi jTrB2， (10)

来构建胶球算符。实际上在淬火近似下采用该方式也同

样可以得到与前一章相同的胶球谱。然而值得注意的

是，根据味单态的轴矢流瓦德恒等式 (Axial Ward Iden-
tities)： 

∂µψ̄γ
µγ5ψ = εµνρωFµνFρω+mψ̄γ5ψ， (11)

Fµν

q(x) = 1
32π2 ϵ

µvρσTrFµvFρσ

ψ̄γ5ψ

Fµν 0i F0i = −Ei Fµν i j Fi j =

−εi jkBk i, j,k = 1,2,3 q(x)

E(x) ·B(x) P(x)

q(x)

   表示胶子场的场强张量，该式表明了拓扑荷密度算

符   在存在海夸克的情形下，与同

位旋单态的赝标量介子算符   存在联系，从而该算

符可能会与同位旋单态赝标量介子存在耦合，那么此时

采用该算符来计算赝标量胶球可能不合适 (原则上，由

于    的    分 量 ，    ；    的    分 量 ，  

 ，    ， 则 拓 扑 荷 算 符    正 比 于

 。与式 (9)对比，赝标胶球算符   也就正比

于规范场的拓扑荷密度算符   )。

η′

2+1

当前已有一些工作关注了这个问题，文献 [27,
38−39]发现与色电磁型算符耦合到赝标量胶球的不同：

拓扑荷型的算符主要耦合到质量更轻的介子, 如   。由

于文献 [27]中采用的组态只包含 u, d海夸克，通过在包

含    味的海夸克组态进行模拟计算，有助于进一步

验证该现象。

π 2+1

因此我们采用RBC合作组 [40]基于具有良好手征性

的畴壁费米子作用量产生的达到物理   介子质量的 

味海夸克组态，计算了拓扑荷密度关联函数并抽取出中

间粒子的质量。组态参数见表2。

q(x)

为了改进离散化误差，我们的计算采用了四叶草

(clover)型的改进拓扑荷密度算符   
[41]： 

q(x) = c0qclov(x)+ c1qrect(x), (12)

c̄1 = −1/12 c0 = 5/3

qclov(x) qrect(x)

其中：    ；    为 Symanzik树级系数。

 和   具有类似的形式：
 

 

表 2    组态参数
 

L3 ×T  a/fm  m(s)
resa  m(s)

s  mπ/MeV  Ncfg 

483 ×96  0.114 1(2) 0.000 61(1) 94.9 139 356

  第 2 期 苏玥等：胶球的格点QCD研究 · 201 ·  



q(x)clov(rect) =
1

32π2
ϵµνρσTr

{
Fclov(rect)
µν (x)Fclov(rect)

ρσ (x)
}
, (13)

qclov(x) qrect(x) Fµν

Fclov
µν (x)

   和   的不同主要体现在   的构造上。clover
型的   可以表示为
 

Fclov
µν (x) =

Im
4

[
Uµ(x)Uν(x+aµ̂)U†µ(x+aν̂)U†ν (x) +

Uν(x)U†µ(x−aµ̂+aν̂)U†ν (x−aµ̂)Uµ(x−aµ̂)+

U†µ(x−aµ̂)U†ν (x−aµ̂−aν̂)Uµ(x−aµ̂−aν̂)×
Uν(x−aν̂)+U†ν (x−aν̂)Uµ(x−aν̂)×
Uν(x+aµ̂−aν̂)U†µ(x)

]
(14)

Fplaq
µν (x) =

Im
[
Uµ(x)Uν(x+aµ̂)U†µ(x+aν̂)U†ν (x)

]
O (a4) Frect

µν Fclov
µν (x)

该 形 式 将 传 统 拓 扑 荷 密 度 中 场 强 张 量  

 的离散化误差改进到

 。    类似于    ，只是使用 1×2这种小长方

形圈来构造。

最终通过计算由拓扑荷密度算符构成的两点关联函

数来抽取相应的物理信息： 

C2(|r|) = ⟨q(y)q(x)⟩

=
∑

r′

∑
r0

q(r0+ r′)q(r0)， (15)

r x y r0,r′

r = 0

r > 0

q(x)

r

C2(r)

这里    为两个时空点    、    之间距离，    为四维时空

点。该两点关联函数在   时，即为拓扑磁化率 (topo-
logical susceptibility)，因此是一个正的数；而在   时，

因   为一个赝标量的算符，故两点关联函数的符号为

负。从数值上来看，两点关联函数会随   由一个正数变

成负数，并按指数衰减，到达某个最低点后会有上升的

趋势。图 2展示了两点函数的这种行为。理论上讲，

 在大 r区域的行为来自赝标量粒子的贡献。根据欧

氏空间玻色子传播函数的性质，一个质量为 M的赝标

量介子的传播子对欧氏距离 r的函数关系为 

C2(r) ∼ M
r

K1(Mr)， (16)

K1(x)这里   为修正的贝塞尔函数。因此可以通过拟合两

点关联函数来得到中间的赝标量粒子的质量。

q(x)

C2(r) r

Bµ

然而如图 3所示，由式 (12)定义的   直接计算的

 在   比较大时统计噪音太大，得不到有统计意义的

信号。文献 [38]指出，对规范场做威尔逊流变换

(Wilson flow)，能有效改进拓扑荷密度算符关联函数的

信号。威尔逊流   (Wilson flow)最早由Lüsher提出 [42]，

定义为规范场做如下形式的变换： 

Ḃµ = DvGvµ,

Bµ

∣∣∣
t=0
= Aµ, (17)

其中 

Gµv = ∂µBv−∂vBµ+
[
Bµ,Bv

]
,

Dµ = ∂µ+
[
Bµ, ·
]
, (18)

 

dAµ

dt
= −g2

0

∂S Wilson(tf)
∂Aµ

= DνGνµ, (19)

tf

S Wilson

tf S Wilson

√
8tf

tf

−C2(r)

这里的   称为流时间 (flow time)，是一个用来描述规范

场变换的参数；·为流时间的微分；   为威尔逊作用

量。随着   增加，规范场会向着作用量   最陡下降

的方向进行变换。随着这样的一个流变化，规范场相当

于以   的半径进行涂抹 (smearing)操作。因此进行威

尔逊流变换，也相当于在对规范场做涂抹操作，降低规

范场的涨落。我们计算了在不同流时间     下的两点关

联函数，结果见图4。此外，采用对数坐标下的   ，

结果见图5。
tf r

δ

r > 6

从这两张图中可见，随着流时间   增大，在大   的

信号会增强，两点函数由正变负的位置也会后移，这源

于涂抹操作会将原本的局域   函数扩展为非局域的函数。

不过当   时，不同流时间的两点函数的衰减行为类

似，表明此时都以相近的质量衰减。

为了从两点关联函数中拟合出质量，需要选择合适

的拟合区间。为此，我们定义如下的有效质量：对
 

0.001 000

800

600

400

200

0

0

C
2 (

r)

1 2 3
r̂

4 5 6

−0.25
−0.50
−0.75
−1300
−1.25

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

C2(r) r̂ r̂图 2    拓扑荷密度算符两点关联函数   随   的变化， 

为格点上无量纲的时空间距 (在线彩图)
 

 

2 4 6 8
r̂

10 12

10−5

10−6

10−7

10−8

10−9

−
C

2 (
r)

图 3    对数坐标下拓扑荷密度算符的两点关联函数 (在线

彩图)
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[r,r+∆r] C̄2(|r|) =∑∆r C2(|r+
∆r|)/∆r

 区间内的两点函数取平均值 

 。在该区间的有效质量由以下方程求解得到 

f
[
r+∆r,meff(r)

]
f
[
r,meff(r)

] =
C2(|r+∆r|)

C2(|r|) ， (20)

其中 

f (r,m) = A
K1(m|r|)
|r| 。 (21)

∆r = 1

r > 11 r
10.5

我们选取   的结果见图 6。有效质量的结果可以帮

助我们来大体选定拟合范围。从图中可以看出，在

 之后的点误差已经变得较大，因此，我们限定  

的拟合上限为   。对于选取不同拟合起点的得到的质

量如图7所示。

tf

tf = 0.6

tf

r = 7

χ2/dof = 0.44

7∼10.5

m = 920(5)(10) MeV

因在不同梯度流时间   下的两点函数在 r较大时给

出相似的质量平台，故我们选择了信号较好的  

来拟合赝标介子质量。其他不同流时间的计算结果视为

由于   的选择而带来的系统误差。我们选取的拟合函数

为式 (21)的形式。由图7的结果可以看出，从   开始，

拟合的结果达到一个平台。此时拟合的    ，

因此，我们选取拟合区间为   。最终通过单质量

项形式给出的拟合结果为    ，误差依

mη′ = 957.78(6) MeV

次为拟合误差和系统误差。该结果与文献 [38]的结果一

致，且与实验值    
[43]在误差范围内

相符合。

η′ η

η1

拓扑荷密度算符主要通过轴矢流部分守恒关系与同

位旋单态的赝标量介子耦合。而考虑到    和   都会具有

同位旋单态    的成分，我们应该可以从拓扑荷密度算

符两点关联函数中看到这两个态。因此，我们进一步修

改拟合函数，采用两个质量项来拟合。拟合函数形式与

文献 [38]中的类似：
 

A
r

K1
(
mη′r
)→A1

r
e2m2

η′ tmη′K1
(
mη′r
)
+

A2

r
e2m2

η tmηK1
(
mηr
)
， (22)

mη η e2m2
η′ t e2m2

η t其中：   为   介子质量；   和   因子来自于威尔逊

梯度流的影响。

η′ η

η η′

该混合机制也可以解释我们采用单质量项拟合时，

随起始 r选取的越大，拟合质量降低的现象。在 r较小

时，与    耦合的权重大于与    耦合的权重，质量偏高；

在 r较大时，与   耦合的权重大于与    耦合的权重，质

量偏低。由于两者的混合，也就可以很好地解释拟合出

 

2 3 4 5
r̂

6

tf = 0.2
tf = 0.4
tf = 0.6
tf = 0.8

7

3

2

1

0

−1

−2

C
2 (

r)

C2(r) r̂

图 4    不同威尔逊流时间下，拓扑荷密度算符两点关联

函数   随   的变化 (在线彩图)
 

 

2 4 6 8
r̂

10 12

10−5

10−6

10−7

10−8

10−9

−
C

2 (
r)

tf = 0.2
tf = 0.4
tf = 0.6
tf = 0.8

图 5    对数坐标下，不同威尔逊流时间的拓扑荷密度算

符两点关联函数 (在线彩图)
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图 6    不同威尔逊流时间的有效质量，为了方便区分，

对相同   的点做了平移 (在线彩图)
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r̂
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η′ r̂图 7    不同威尔逊流时间下的   拟合质量随拟合起点   值

的变化，拟合终点为10.5(在线彩图)
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η′

A1 A2

η η′ η8 η1

|η⟩ = cosθ|η8⟩− sinθ|η1⟩ |η′⟩ = sinθ|η8⟩+ cosθ|η1⟩ |η⟩ =
cosθ|η8⟩− sinθ|η1⟩ |η′⟩ = sinθ|η8⟩+ cosθ|η1⟩ θ

η−η′ ⟨0|q(0)|η1⟩=Z ⟨0|q(0)|η8⟩=0

A1 = Z2 cos2 θ A2 = Z2 sin2 θ

tan2 θ = A2/A1 η

θ 0◦∼30◦

mη′

A1, A2 η′

η η′

tf A1 A2 η′ η

tf = 0.6 r 11∼12.6

mη = 615(95)

η 547.86(1) MeV

m′η = 918(160) MeV η′

χ2/dof 0.68 A1 A2

|θ|

的    质量会呈现出整体比实验数据低的现象。另外，

式 (22)中的参数   和   的物理含义也是清楚的。考虑

到质量本征态    和    是味道八重态    和单态    的混合，

即    ,      

 ,     ， 其 中    是

 的混合角。令   并且考虑   ，

从理论上讲我们有    和    ，即

 。文献 [38]的做法是通过理论模型估计  

的质量，然后对给定的一些混合角   在   的条件下

利用式 (22)来判断混合角的合适取值并拟合   。我们

这里将这个约束放开，通过拟合出   来直接给出   ,
 的混合角的估计。我们采用单态拟合给出的   的信息

作为先验，来进行两态拟合，对于不同的梯度流动时间

 ，不同拟合起点的               拟合结果如图 8和图 9。
在梯度流时间    时，拟合区间    点定为    ，

我们的拟合结果给出最轻的态的质量为  

MeV，与实验上    质量    接近；激发态的

质量为    ，与    介子质量是相容的，

这里拟合的    为    。根据拟合得到的    和    ，

我们也可以估计    的取值范围 (这里只能得到绝对

值)，即 

| tanθ| =
√

A2

A1
。 (23)

|θ|

20◦∼30◦

θlin = 24.5◦ A1 A2

由不同的拟合结果得到的    估计值见图 10。尽管这种

方式得到的混合角误差较大，但中心值基本上在

 之间，和基于Gell-Mann-Okubo线性质量关系

得到的混合角   
[43]是符合的。考虑到   ,    物

理含义为 

A1 ∝ |⟨0 |q(0)|η′⟩|2 ,
A2 ∝ |⟨0 |q(0)|η⟩|2， (24)

⟨0 |q(0)|η⟩
| tanθ|

|θ|∼ (20◦∼30◦)

|θ| = 24(4)◦

其中    为拓扑荷密度算符在赝标量介子态与真

空态之间的矩阵元，式 (23)中    的定义和文献 [44]
中的定义是一致的，而我们的结果    和该

文献的结果   是相容的。
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|θ| r̂图 10    不同威尔逊流时间下的混和角   随拟合起点   值

的变化，拟合终点为12.6(在线彩图)
 

 

η η′

η η′

通过以上的计算表明，在存在动力学夸克的组态上，

采用拓扑荷密度算符得到的粒子的质量与    ,     接近，

与淬火近似下的赝标量胶球的质量差别较大。在研究赝

标量胶球的相关性质时，我们应该采用格点上更常见的

威尔逊圈的组合方式来进行。当然根据拓扑荷密度算符

与赝标量介子的关系，也为我们提供了计算   ,    粒子

相关性质的新方法。 

4    总结

f0(1710)

π 2+1

本工作介绍了格点QCD在研究胶球相关性质方面

的一些进展，特别是中国格点组在这一领域取得的一些

成果。基于当前的格点QCD研究结果，结合实验上的

测量信息，我们认为    更可能是一个标量胶球，

或以标量胶球成分为主。为了得到更确定性的结果，一

方面需要格点QCD上对轻介子性质进行全面和细致的

研究，另一方面也需要实验上开展更精确的实验测量。

另外，我们基于具有物理   介子质量的   味动力学夸

克的组态，分析了拓扑荷密度的两点关联函数，发现拓
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A1 A2 r̂图 8    不同威尔逊流时间下的       随拟合起点   值的变

化，拟合终点为12.6(在线彩图)
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η′ η r̂图 9    不同威尔逊流时间下的       拟合质量随拟合起点 

值的变化，拟合终点为12.6(在线彩图)
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η η′

η−η′ |θ|∼ (20◦∼30◦)

η η′

扑荷密度算符关联函数通过单质量项拟合给出中间玻色

子质量为 920(5)(10) MeV。通过两质量项拟合给出质量

分别为 615(95) MeV, 918(160) MeV，与物理的    ,     质

量接近，所得到的   混合角   也在合理

范围。我们的计算验证了在具有动力学夸克的组态上，

拓扑荷密度算符会耦合到   、   ，而不能直接给出赝标

量胶球。因此，为了在具有动力学夸克的格点QCD下

研究和计算赝标量胶球，需要构建单介子算符、介子-
介子算符及纯胶子算符的算符集合，通过对算符集合做

变分法，得到赝标量道的整体谱学信息。从各个态与算

符的耦合情况来分析和判别赝标量胶球，这也是我们即

将开展的研究工作。
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The Study of Glueball in Lattice QCD
SU Yue1,  GUI Longcheng1,†,  LIANG Jian2,3

(1. Department of Physics, Hunan Normal University, Changsha 410000, China;
2. Guangdong Provincial Key Laboratory of Nuclear Science, Institute of Quantum Matter,

South China Normal University, Guangzhou 510006, China;
3. Guangdong-Hong Kong Joint Laboratory of Quantum Matter, Southern Nuclear Science Computing Center,

South China Normal University, Guangzhou 510006, China)

η η′

u,d s

Abstract:  The study of glueballs is an important topic in hadron physics, and the search for glueball states is one of the major
goal of the Beijing Spectrometer III(BESIII) experiment. Lattice quantum chromodynamics, as a first-principle approach to ex-
amine the non-perturbative characteristics of the strong interaction,  is  an essential  theoretical  tool to investigate the glueball
problem. Recent development of lattice studies on glueballs and possible experimental candidates are reviewed in this article.
In addition, the topological charge density of the gauge field can be used as an interpolation field operator to study the proper-
ties of pure-gauge pseudoscalar glueball, but only the contributions of the light pseudoscalar mesons     and     are observed in
the correlation function of topological charge density operator on gauge configurations with dynamical sea quarks     and    .
Our result implies that,  in the presence of dynamical sea quarks, one needs to construct more different types of operators to
study the pseudoscalar glueball.
Key words:  lattice QCD; glueball; topological charge; flavor singlet pseudoscalar meson
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