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质子-中子相互作用玻色子模型SU(3)算法与简单应用

胡宝越, 吴宇晴, 滕 威, 胡 静, 张 宇†

(辽宁师范大学物理与电子技术学院，辽宁 大连  116029)

摘要:  质子-中子相互作用玻色子模型 (简称 IBM-2)具有很好的壳模型微观基础，是描述中重质量偶偶核结

构的标准模型之一。对比早期建立在弱耦合U(5)基底的NPBOS算法，本文介绍基于弱耦合 SU(3)基底求

解 IBM-2模型哈密顿量的新算法结构，通过举例典型相互作用项在SU(3)基底下矩阵元说明如何利用SU(3)

群代数技术求解 IBM-2哈密顿量，并应用该算法求解常Q形式哈密顿量来拟合过渡区核素 152, 154Sm低激发

实验数据，提供了一个展示SU(3)算法可靠性和利用 IBM-2描述过渡区核素的应用实例。
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1    引言

l = 0 s l = 2 d

20世纪 70年代由Arima和 Iachello提出的相互作

用玻色子模型 (简称 IBM)[1]是继壳层模型和集体模型

之后又一获得巨大成功的原子核结构模型，该模型被广

泛用于描述中重质量区低激发核结构性质。IBM模型

主要分为两类，分别是不区分质子中子的 IBM-1模型

和区分质子中子的 IBM-2模型 (即质子-中子相互作用玻

色子模型)。相互作用玻色子模型强调核子的配对效应，

认为原子核的低激发动力学主要由两类玻色子来描述，

即   的   玻色子和   的   玻色子 [2]。IBM-2模型

是相互作用玻色子模型的微观版本，具有非常好的壳模

型基础，又称为微观相互作用玻色子模型 [3]。相比壳模

型巨大的模型计算空间，IBM-2的模型空间相对要小得

多，其玻色子的微观基础可以由Talmi提出的广义费米

子的概念来解释 [3]，且 IBM-2模型中常用的常Q形式

哈密顿量也是基于此概念引出的。近年来，Nomura等 [4]

通过平均场计算来微观自洽地决定 IBM-2模型的参数，

进一步体现了该模型的微观特征。另外，相比于不区分

质子中子的简单版本，IBM-2模型包含更为丰富的代数

结构和动力学对称性，进而可用于描述核结构中更多类

型集体激发模式 [1]。

目前，求解一般形式 IBM-2哈密顿量的算法程序

主要是由Ostuka和Yoshida利用Fortran语言基于弱耦

合 U(5)基底开发的计算程序 (名为 NPBOS)[5]。虽然

NPBOS程序是公开发表的，但对于很多具体问题的研

究 (例如多核子转移反应)需要对程序进行修改，然而

由于 IBM-2模型本身的复杂性，早期版本的NPBOS程

序并不容易调试修改。因此，如能发展一个相对容易实

现并方便调试的 IBM-2新算法是很有必要并值得期待

的。本文引入基于弱耦合SU(3)基底来计算 IBM-2哈密

顿量和跃迁算符矩阵元的算法方案，并通过一个 IBM-

2模型描述过渡区核素的简单应用来检验SU(3)算法。 

2    SU(3)算法

lπ = 0+ s lπ = 2+ d

(π, ν)

相互作用玻色子模型哈密顿量由两类玻色子算符来

构造，即  的  玻色子和  的  玻色子，其

分别对应原子核中角动量配成 0和 2的价核子对 [1]。区

分质子中子自由度的 IBM-2模型则对应质子玻色子与

中子玻色子的耦合系统，也就是说 IBM-2包含质子玻

色子和中子玻色子两个集合  ，每个集合的玻色子

算符双线性积

G(ρ)
αβ = b†ρ,αbρ,β, (α, β = 1, ..., 6; ρ = π, ν), (1)

Uρ(6)

Uπ(6)⊗ Uν(6)

有 36个独立算符，生成最大动力学对称性群  ，进

而 意 味 着 耦 合 系 统 具 有 直 积 群 动 力 学 对 称 性

 。该直积群包含多条可以约化到角动量

对称群SO(3)的动力学对称性极限 [1]，而每个对称性极

限都能提供一组 IBM-2模型的完备基底。其中，弱耦
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合SU(3)动力学对称性极限可以由群链

Uπ(6)⊗Uν(6) ⊃ SUπ(3)⊗ SUν(3) ⊃ SOπ(3)⊗
SOν(3) ⊃ SO(3)π+ν ⊃ SO(2)π+ν (2)

来标记，相应SU(3)基底可以构造为

| αLM⟩ ≡ |Nπ(λπµπ)χπLπ;Nν(λνµν)χνLν ;LM⟩
=

∑
Mπ(Mν )

⟨LπMπLνMν |LM⟩×

|Nπ(λπµπ)χπLπMπ⟩|Nν(λνµν)χνLνMν⟩ , (3)

Nρ, (λρ, µρ), Lρ, Mρ

χρ

Nπ Nν L

Nρ (λρ, µρ)

其中：   分别是代表 U(6), SU(3),

SO(3), SO(2)群不可约表示的量子数，而   为 SU(3)

约化到SO(3)的附加量子数。对于给定原子核系统，质

子玻色子数  与中子玻色子数  以及总角动量  是一

定的。给定  后，可由下式计算  ：

(λ, µ) =(2N, 0)⊕ (2N − 4, 2)⊕ (2N − 8, 4)⊕ ...

⊕ (2N − 6, 0)⊕ (2N − 10, 2)⊕ ...

⊕ (2N − 12, 0)⊕ (2N − 16, 2)⊕ ...

... , (4)

λ µ

K

(λ, µ) L

其中：  和  的值必须是大于等于零的偶数。进一步考

虑SU(3)约化到角动量代数SO(3)是有重复度的，需要

一个附加量子数来表征重复度。附加量子数最简单和直

观的选择来自于 Elliott方法，对应的量子数称为   ，

即角动量在内禀坐标系的三分量投影，进而每个表示

 包含的  值可如下得出：

K =min(λ, µ), min(λ, µ)− 2, . . . , 0,

K >0, L = K,K + 1, . . . ,K +max(λ, µ),
K =0, L = 0, 2, 4, . . . ,max(λ, µ)。 (5)

K

χ s, d

SU(3) ⊃ SO(3)
A(2,0)

l B(0,2)
l

但是   作为附加量子数的 SU(3)基底不是正交的，本

文采用的是正交的Draayer-Akiyama SU(3)基底 [6]，其

附加量子数为式 (3)所示的  。进一步，  玻色子的

产生湮灭算符可以分别写成  下的张量形

式  和  
[7]，具体可以写作：

s† = A(20)
0 , s̃ = B(02)

0 ,

d† = A(20)
2 , d̃ = B(02)

2 , (6)

其中湮灭算符的球张量形式定义为

b̃lm = (−1)
l−m

bl,−m。 (7)

当SU(3)基底定下来后，就可以利用SU(3)算法来构造

耦合系统的哈密顿量矩阵，并通过对角化方案来求解哈

密顿量的本征值和本征波函数。接下来，我们以质子-

中子四极四极相互作用中的一项

(d†
π × d̃π)

2 · (d†
ν × d̃ν)

2 (8)

为例说明如何利用SU(3)算法来计算 IBM-2模型哈密顿

量矩阵元。利用张量积矩阵元公式可以证明

⟨αbLM | (d†
π × d̃π) · (d†

ν × d̃ν)
2 | αaLM⟩

=5(−1)Lπb+Lνa+L
∑

λ1,2µ1,2χ1,2L1,2

{
Lπb Lνb L
Lνa Lπa 2

}
×

{
2 2 2

Lπa Lπb L1

}{
2 2 2
Lνa Lνb L2

}
×√

2Lπb + 1
√

2L1 + 1
√
2Lνb + 1

√
2L2 + 1×

⟨(λ1µ1)χ1L1; (20)12 ∥ (λπbµπb)χπbLπb⟩×

⟨(λπaµπa)χπaLπa; (02)12 ∥ (λ1µ1)χ1L1⟩×

⟨(λ2µ2)χ2L2; (20)12 ∥ (λνbµνb)χνbLνb⟩×

⟨(λνaµνa)χνaLνa; (02)12 ∥ (λ2µ2)χ2L2⟩×

⟨Nπ(λπbνπb) ∥| A(20) ∥| Nπ − 1(λ1µ1)⟩×

⟨Nπ − 1(λ1µ1) ∥| B(02) ∥| Nπ(λπaµπa)⟩×

⟨Nν(λνbµνb) ∥| A(20) ∥| Nν − 1(λ2µ2)⟩×

⟨Nν − 1(λ2ν2) ∥| B(02) ∥| Nν(λνaµνa)⟩。 (9)

j

SU(3) ⊃ SO(3)

A(20)

B(02)

A(20)

λ, µ

可以看到，该相互作用项在SU(3)基底下的矩阵元最终

可以分解成几个单玻色子约化矩阵元以及相应CG系数

乘积。IBM-2模型哈密顿量其它相互作用项在SU(3)基

底下的矩阵元可以类似给出。矩阵元具体计算程序可以

利用Mathematica软件 5.0以上版本来编辑，其中 6- 

系数可以由Mathematica软件的 SixJSymbol命令直接

计算，而   CG系数 (同位标量因子)可以

利用Draayer-Akiyama算法程序来计算生成 [6]，  

的三杠矩阵元 [7]已经在表 1中给出，相应   的三杠

矩阵元可以利用产生湮灭算符的厄密性质通过   的

三杠矩阵元得到 [7]。考虑到SU(3)基底中的  均为为

偶数，具体公式如下：⟨
N(λ, µ) ∥| B(02) |∥ N + 1(λ′, µ′)

⟩
=√

(λ′ + 1)(µ′ + 1)(λ′ + µ′ + 2)

(λ+ 1)(µ+ 1)(λ+ µ+ 2)
×⟨

N + 1(λ′, µ′) ∥| A(20) |∥ N(λ, µ)
⟩
。 (10)

 

A(20)表 1    SU(3)张量  的三杠约化矩阵元 [7]
 

⟨N + 1(λ′, µ′) ∥| A(20) |∥ N(λ, µ)⟩ 

λ′ = λ+ 2
µ′ = µ

}
 

[
(2N + 2λ+ µ+ 12)(λ+ 2)(λ+ µ+ 3)

6(λ′ + 1)(λ′ + µ′ + 2)

] 1
2

 

λ′ = λ− 2
µ′ = µ+ 2

}
 

[
(2N − λ+ µ+ 9)λ(µ+ 2)

6(λ′ + 1)(µ′ + 1)

] 1
2

 

λ′ = λ
µ′ = µ− 2

}
 

[
(2N − λ− 2µ+ 6)µ(λ+ µ+ 1)

6(λ′ + µ′ + 2)(µ′ + 1)

] 1
2
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一般来说，IBM-2模型在各个动力学对称性极限下

的能谱和电磁跃迁几率可以利用群论方法解析求解，进

而可以通过对比数值计算来检验相应计算程序。因

IBM的各个动力学对称性极限可以用群链来标记和分

类 [1]，该方法可称为群链方法，曾被用来对 IBM-2的

原有计算程序NPBOS进行检验和校正 [8−9]. 下面我们

采用该方法，利用 IBM-2中的一个典型动力学对称性

极限下的例子来检验本文提出的SU(3)算法计算，该极

限由下面群链来标记 [1]:

Uπ(6)⊗Uν(6) ⊃ U(6)π+ν ⊃ O(6)π+ν ⊃
O(5)π+ν ⊃ SO(3)π+ν ⊃ SO(2)π+ν。

(11)

Ĉk[G]
该极限下的哈密顿量的一般形式由群链中各个子群G

的Casimir算符   的线性组合来构造，相应本征矢

量可以表示为

|[Nπ], [Nν ], [N1, N2], (σ1, σ2), (τ1, τ2), ν̃∆;LM⟩。 (12)

(N1, N2) (σ1, σ2), (τ1, τ2) U(6)π+ν

O(5)π+ν O(5)π+ν ν̃∆

其中：  ,   分别是  及其

子群   ,    的不可约表示量子数；   是附

加量子数 [1]。为了简单起见，我们考虑该极限下四极相

互作用哈密顿量形式

Ĥ = α(Q̂π+ν) · (Q̂π+ν)

= α{Ĉ2[O(6)π+ν ]− Ĉ2[O(5)π+ν ]} ,
(13)

α Q̂π+ν =∑
ρ=π,ν(s

†
ρ × d̃ρ + d†

ρ × s̃ρ)
2

其中：   是可调参数；四极矩算符定义为  

 。利用群论方法，该极限下

哈密顿量的能谱可以解析表示为 [1]

E = α[σ1(σ1+4)+σ2(σ2+2)−τ1(τ1+3)−τ2(τ2+1)]。
(14)

N1 = Nπ +Nν , N2 = 0, σ1 =

Nπ +Nν , σ2 = 0, τ2 = 0 τ1 = 0, 1

对于基态和第一激发态有 

 以及  ，相应本征态矢

量可以表示为 [1]

|0+1 ⟩ = |[Nπ], [Nν ], [N, 0], (N, 0), (0, 0), 0; 0⟩, (15)

|2+1 ⟩ = |[Nπ], [Nν ], [N, 0], (N, 0), (1, 0), 0; 2⟩ , (16)

N = Nπ +Nν

M

Nπ = 5

Nν = 5 α = −1

其中   。为了讨论方便，我们暂且把态矢

量中的角动量三分量量子数  忽略。另一方面，我们

也可以利用前面讨论的SU(3)算法来数值求解 (13)中的

哈密顿量。在质子玻色子数   和中子玻色子数

 的情况下，当取参数  时，可以得到基态

和第一激发态的能量本征值 (单位任意)

E(0+
1 ) = −104, E(2+1 ) = −100。 (17)

相应本征矢量可以通过SU(3)基底

|Nπ(λπµπ)χπLπ;Nν(λνµν)χνLν ;L⟩ (18)

展开为 [10]

| 0+1 ⟩ =− 0.3340 | 5(10, 0)10; 5(10, 0)10; 0⟩
− 0.2051 | 5(10, 0)10; 5(6, 2)10; 0⟩
+ 0.1418 | 5(10, 0)10; 5(2, 4)10; 0⟩+ ... , (19)

| 2+1 ⟩ =− 0.2819 | 5(10, 0)10; 5(10, 2)12; 2⟩
− 0.1535 | 5(10, 0)10; 5(6, 2)12; 2⟩
− 0.1357 | 5(10, 0)10; 5(4, 0)12; 2⟩+ ... , (20)

O(6)π+ν

(λ, µ)

可以看到，  极限下的本征态是各种 SU(3)不可

约表示  成分的复杂混合。容易验证，利用 SU(3)

算法得到的式 (17)中的能量数值结果与解析式 (14)的

结果完全一致，进而肯定了SU(3)算法的准确性。进一

步计算表明，利用SU(3)算法可以精确再现该极限下所

有其它激发态的能量本征值，更多利用群链方法检验

SU(3)算法的数值结果可以参考 [10]。需要强调是，除

了特定对称性极限，一般情形下的 IBM-2哈密顿量是

没有解析解的。 

3    IBM-2模型简单应用

为了进一步检验SU(3)算法并给出 IBM-2一个应用

例子，我们利用该算法求解了 IBM-2常Q形式哈密顿

量 [11]，据此来描述 152, 154Sm的低激发性质 [12]。具体

哈密顿量形式如下：

ĤCQ = ϵ(n̂dπ + n̂dν ) + κQ̂χ̄π
π · Q̂χ̄ν

ν , (21)

n̂dρ = d†
ρ · d̃ρ d

Q̂ρ = (s†ρ × d̃ρ + d†
ρ × s̃ρ)

2 + χ̄ρ(d
†
ρ × d̃ρ)

2

ϵ, κ, χ̄ρ

其中，   为质子或中子   玻色子数算符，

 为质子或中子

四极矩算符，而  代表相应可调参数。电四极跃

迁几率计算可采用如下跃迁算符；

T (E2) = e(Q̂χ̄π
π + Q̂χ̄ν

ν ) , (22)

e | αiLi⟩ | αfLf ⟩
B(E2)

其中  代表有效电荷。初态  与末态  之间的

电四极跃迁几率  由如下公式计算给出：

B(E2;Li → Lf ) =
| ⟨αfLf ∥ T (E2) ∥ αiLi⟩ |2

2Li + 1
。 (23)

B(E2)

B(E2)

容易得知，除了求解哈密顿量，还可以利用上面讨论

的 SU(3)算法推导四极算符矩阵元来计算  ，关于

SU(3)算法的更多细节可以参考文献 [10]。下面我们将

具体计算结果在图 1中给出，其中，左侧是 152Sm和
154Sm低激发能级实验数据，右边是相应的 IBM-2的计

算结果。典型的电四极跃迁几率   的实验数据和

IBM-2计算结果在表2中给出。
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考虑到质子的 50~82壳层和中子的 82~126壳层，
154Sm(152Sm)共包含 12个价质子与 10(8)个价中子，这

样大的价壳空间下严格壳模型计算是很难实现的，而

在 IBM-2框架下，利用SU(3)算法可以相对容易地得到

β γ β

0+3

0+3

0+

0+

0+

6+1

0+2

E(6+1 ) ≃ E(0+
2 )

同样价核子情形下 IBM-2模型哈密顿量的本征值和本

征函数。从图 1中可以观察到，152Sm和 154Sm的基态

带激发序列在 IBM-2模型中得到很好的理论再现，而

且两个过渡区核素的  带和  带甚至第二个  带的带头

位置和带内激发序列也基本符合 IBM-2的描述。其中，
154Sm的  态能量的实验值约为 1.2 MeV，IBM-2的计

算结果约为 1.4 MeV，而之前 IBM-1最好的   态拟合

结果也要接近 2 MeV[13]。虽然 IBM-2计算结果也比实

验值要高一些，但明显好于 IBM-1的计算结果。一般

来讲，由于侵入态 (intruder states)的影响，较大形变

核的  激发态性质不容易准确描述，但具有更丰富的

组态模式的 IBM-2对于更高  激发态的描述要明显好

于 IBM-1，这一点对于进一步应用 IBM-2描述不同核

 态之间的转移过程非常重要。另外值得强调的一点，

一般认为 152Sm是球形到长椭球形状相变中的典型临界

点核素，而临界点核一个明显特征就是有近似简并 

态和  态 [14]。从图 1中可以明确看到，IBM-2模型的

计算在给出了 152Sm低激发能级结构非常好的整体描述

同时，也精准地再现了该临界点核中  这

个临界特征。

β

χ̄π

进一步从表 2中可以看到，152Sm和 154Sm有关电

四极跃迁几率的实验数据与 IBM-2的计算结果也基本

符合，特别是实验上较强的带内跃迁和较弱的带间跃迁

特征均可以在 IBM-2中很好地再现；其中，154Sm中 

带到基态带的带间跃迁值相比相邻的 152Sm中同样跃迁

显著减弱这个变化也在 IBM-2的计算中得到很好描述。

这些结果进一步肯定了 IBM-2模型对这两个过渡区核

素的集体性质的理论解释。需要提及的是，本文采用的

参数与文献 [15]中 IBM-2哈密顿量的对应参数基本一

致 (除了对 154Sm的计算中   从–1.2略有微调至–1.3)，

而该文献中的 IBM-2计算是利用NPBOS程序得到的，

进而说明了本文所采用的SU(3)算法计算的可靠性。 

B(E2) 152Sm
154Sm e = 0.145 e = 0.133

√
W.u −

表 2    典型四极跃迁几率   的实验数据 (单位：W.u.)[12]与对应的 IBM-2的计算结果，其中有效电荷对于   与

 分别取值为  和  (单位：  )，另外，“  ”代表实验数据不确定
 

B(E2;Li → Lf ) 
152Sm IBM-2 B(E2;Li → Lf ) 

154Sm IBM-2

B(E2; 21 → 01) 145 145 B(E2; 21 → 01) 176 176

B(E2; 41 → 21) 209 212 B(E2; 41 → 21) 245 247

B(E2; 61 → 41) 240 233 B(E2; 61 → 41) 289 245

B(E2; 81 → 61) 293 237 B(E2; 81 → 61) 319 266

B(E2; 0β → 21) 33 35 B(E2; 0β → 21) 12 6

B(E2; 2β → 21) 5.7 8.8 B(E2; 2β → 21) <1.3 0.9

B(E2; 2γ → 21) 7.4 2.9 B(E2; 2γ → 21) – 0.68

B(E2; 0ββ → 21) 0.8 0.003 B(E2; 0ββ → 21) – 0.32
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图 1    152, 154Sm的低激发能级结构和相应 IBM-2的计

算结果
152Sm ϵ = 0.52

κ = −0.075 χ̄π = −1.3 χ̄ν = −1.0 154Sm
ϵ = 0.45 κ = −0.085

χ̄π = −1.3 χ̄ν = −1.2

其中，对于   ， IBM-2的参数取值为    MeV，

  MeV，   ，   ；对于   ，

IBM-2的 参 数 取 值 为    MeV，    MeV，

 ，  ，实验数据取自文献 [12]。
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4    结论

α β

质子-中子相互作用玻色子模型 (IBM-2)是描述中

重质量原子核低激发性质的标准模型之一 [1]，也是少有

的能系统地描述重核集体结构且具有牢固微观基础的核

结构模型。近年来，IBM-2模型更是被成功应用于描述

各种原子核形状演化过程 [16]，很好地解释了稀土区核

素在两核子转移过程中的形状相变现象 [15]。然而，如

果进一步应用于研究诸如多核子转移，  衰变和  衰变

等其它复杂核反应过程，需要对现有 IBM-2模型计算

方案进一步扩充和发展。原有求解 IBM-2的算法程序

NPBOS是在 20世纪 80年代中期建立起来的 [5]，在进

一步应用和调试过程中有很多不方便和不确定的地方，

本文介绍了如何利用 SU(3)群代数技术在弱耦合 SU(3)

基底下对角化求解 IBM-2模型哈密顿量的算法结构，

并通过O(6)极限下的一个简单例子检验了该算法的准

确性。进一步，通过利用新算法求解常Q哈密顿量并

应用于描述过渡区核素 152, 154Sm的低激发结构，展示

了 IBM-2模型描述过渡区核素的模型效果，也进一步

肯定了SU(3)算法的可靠性，为今后在 IBM-2框架下研

究重核的多核子转移反应和其它核反应过程奠定了

基础。
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The SU(3) Algorithm and Simple Application of the Proton-neutron
Interacting Boson Model

HU Baoyue,  WU Yuqing,  TENG Wei,  HU Jing,  ZHANG Yu†

(Department of Physics, Liaoning Normal University, Dalian 116029, Liaoning, China)

Abstract:   With the  robust  shell-model  foundation,  the  proton-neutron  interacting  boson  model(IBM-2)  is   con-
sidered to be one of the standard models for the descriptions of heavy and intermediate-heavy nuclei. In this work,
we demonstrate a new algorithm that is used to solve the IBM-2 Hamiltonian in the weak-coupling SU(3) basis in
contrast to the original NPBOS algorithm in terms of the weak-coupling U(5) basis. Specifically, the SU(3) matrix
element of a typical interactional term is given as an example to illustrate how to solve the IBM-2 Hamiltonian us-
ing the SU(3) group-algebra technique. With this algorithm, the consistent-Q Hamiltonian has been solved and ap-
plied to fit the low-lying experimental data for 152, 154Sm, which therefore provides an example for using the IBM-2
to describe the transitional nuclei and testing the validity of the SU(3) algorithm.
Key words:  proton-neutron interacting boson model; SU(3) basis; consistent-Q Hamiltonian
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