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摘要: 外推近似方法在原子核壳模型上取得了一些成功，然而人们对于其原理知道得比较少。这里主

要研究并讨论了随机两体系综和高斯正交系综最小本征值。利用截断空间的外推解释了高斯正交系综

下的外推公式以及随机两体系综下本征值外推收敛的鲁棒性，即对于壳模型有效相互作用而言，用外

推法预言最低本征值收敛性很好。
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1 引言

本征值问题是现代科学的一个基础性问题，很多

问题需要做矩阵对角化。随着计算机技术的发展，人

们基于不同的条件和目标发展了本征值的各种数值计

算方法。例如，Jacobi算法和 lanczos算法[1]等。原子

核壳模型是一种特殊的主对角占优矩阵，因此人们期

望找到一种针对原子核壳模型理论优化的本征值近似

计算方法。

在原子核结构理论中，人们往往更加关注低激发

态能谱，壳模型理论是考虑这一类问题的最基本的出

发点。然而，中重原子核壳模型的组态空间随着价核

子数和单粒子轨道数的呈几何级数增加，很多中重

原子核的组态空间更是远远大于 1010，哈密顿矩阵的

对角化超出了当今的计算能力。人们基于物理考虑

引入各种空间截断和经验的近似方法。例如，配对近

似理论[2–8]、角动量投影方法[9]、东京研究组的外推

法[10]以及本征值经验公式方法[11–16]等。

近年我们根据哈密顿矩阵元分布的几何特征，

使用外推方法对壳模型的空间截断做了一系列的研

究[17–20]，然而对于这一方法的物理机制不是非常清

楚。希望通过随机矩阵简化复杂的壳模型哈密顿量为

外推方法的内在机制寻找一些有益的线索。本文主要

讨论高斯正交系综[21]以及随机两体系综[22]下本征值

的外推现象。

2 组态近似方法在高斯正交系综上的

应用

由于高斯正交系综上所有的矩阵元都是独立分布

的随机数，因此矩阵元的分布完全不存在任何几何图

像。根据魏格纳半圆定理

ρ(x) =
1

2π

√
4− x2，

其中：x = E − Ē/σ，可以得到最小本征值为[14]
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由于这些高斯正交系综的非对角元的宽度为 1，那么

非对角元的宽度应当为
√

2，因此有
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由式 (1)和 (2)，可以得到最小本征值关于维数的关

系：
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√
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√

D。 (3)

图 1展示了不同维数下，高斯正交系综本征值在

对角元由小到大排序后的外推关系，即截断空间最低
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图 1 不同维数下，高斯正交系综本征值在对角元排序后的外推关系

本征值εd(h)与截断空间维数 (d)的关系，其中未微

扰的结果用 (•)表示，本征值二级微扰[19]以后的结

果用(◦)表示，实线表示公式 (3)。其中，(a)对应维数

为 1 000的高斯正交系综矩阵；(b) 对应维数为 3 000

的高斯正交系综矩阵；(c)对应维数为 5 000的高斯正

交系综矩阵；(d) 对应维数为 10 000的高斯正交系综

矩阵。这些高斯正交系综的非对角元的宽度为 1。可

以发现高斯正交系综的本征值外推性质类似于二分之

一次方的幂函数。

由于高斯正交系综矩阵并非主对角占优矩阵，因

此即使截断空间下主对角元并非高斯分布，对结果影

响也不大。如果在高斯正交系综矩阵的对角元乘一个

系数α，人为地使随机矩阵变为主对角占优矩阵，那

么情况是否会改变呢？图 2给出了对角元乘以不同系

图 2 对角元乘以不同系数α下，高斯正交系综本征值在对角元排序后的外推关系
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数α下，高斯正交系综 (D = 5000)本征值在对角元排

序以后的外推关系，未微扰的的结果用 (•)表示，本

征值二级微扰以后的结果用 (◦)表示。其中，(a) 对

应α = 1；(b) 对应α = 100；(c) 对应α = 10000；(d)

对应α = 1000000。这些高斯正交系综的非对角元的

宽度为 1。可以看到在没有使用微扰之前外推关系是

不变的，这是因为可以把随机矩阵看作是一个对角阵

加上一个高斯正交系综矩阵，但是本征值在经过微扰

以后会立即趋于精确的最小本征值。这从一个侧面证

明了结合微扰和外推的方法是非常适用于主对角占优

矩阵的。

3 组态近似方法在随机两体系综上的

应用

随机两体系综是随机两体相互作用下的原子核壳

模型哈密顿量，因此其结果相对于高斯正交系综会更

接近于真实原子核。由于相互作用是随机的，因此是

一个检验外推方法是否依赖于相互作用及其程度的

平台。我们发现，外推曲线的平滑程度以及收敛速度

与两体矩阵元的分布宽度有一定的关系。图 3给出了

不同宽度的随机两体矩阵元下，壳模型基矢按照哈密

顿量对角元排序后进行组态截断后子空间的基态波

函数与精确求解壳模型得到的基态波函数之间的重

叠数，未微扰的的结果使用 (•)表示，波函数一级微

扰以后的结果使用 (◦)表示。其中，(a)，(a′)和(a′′)表

示 28Si在角动量为 Iπ = 0+ 状态下，相互作用取宽度

为 1，2，5的高斯随机数，单粒子能级取USDB值；

(b)，(b′)和(b′′) 表示 45Ti在角动量为 Iπ = 0+状态下，

相互作用取宽度为 1，2，5的高斯随机数，单粒子

能级取GXPF1值的计算结果。宽度较小的两体矩阵

元可以给出较快收敛的外推关系，反之就不行。统

计得到 sd 壳下USDB 两体矩阵元分布宽度为 1.83，

而Yukawa两体矩阵元宽度为 2.195 8；p f 壳下GXPF1

两体矩阵元分布宽度为 0.899 6，而Gaussian两体矩阵

元分布宽度为 2.230 7。因此USDB的两体矩阵元分

布宽度确实小于Yukawa相的两体矩阵元分布宽度；

GXPF1的两体矩阵元分布宽度也小于Gaussian的两体

矩阵元分布宽度。

图 3 不同宽度的随机两体矩阵元下，壳模型基矢按照哈密顿量对角元排序后进行组态截断后子空间的基态波函数与

精确求解壳模型得到的基态波函数之间的重叠

那么是否只要矩阵元宽度较小，就可以给出比较

好的外推曲线呢？我们将USDB两体矩阵元和GXPF1

两体矩阵元分别随机化排列，即随机调整两体矩阵元

在两体矩阵中的位置，这样可以得到分布与真实相

互作用完全相同的随机相互作用。通过考察这种随

机相互作用下波函数的重叠数与截断空间维数的关

系，间接获得组态近似方法和两体矩阵元的某些项的

相关性。图 4给出了随机相互作用下，壳模型基矢按
http://www.npr.ac.cn
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照哈密顿量对角元排序后进行组态截断后子空间的

基态波函数与精确求解壳模型得到的基态波函数之

间的重叠，未微扰的的结果使用 (•)表示，波函数一

级微扰以后的结果使用 (◦)表示。其中，(a)和 (b) 表

示 28Si在与USDB同分布的随机两体矩阵元下角动量

为 Iπ = 0+和 Iπ = 2+ 状态下的计算结果；(c)和 (d)表

示 45Ti在与GXPF1同分布的随机两体矩阵元下角动

量为 Iπ = 0+和 Iπ = 2+状态下的计算结果。我们发现

波函数的重叠数很差，甚至当截断空间较小时有可能

接近于 0。这说明了外推关系可能和某些特殊的两体

矩阵元有关，说明了真实相互作用更倾向于给出光滑

且快速收敛的本证能量外推曲线。

图 4 随机相互作用下，壳模型基矢按照哈密顿量对角元排序后进行组态截断后子空间的基态波函数与精确求解壳模

型得到的基态波函数之间的重叠

4 总结

综上所述，我们研究了随机矩阵的组态近似方

法。对于高斯正交系综，根据魏格纳半圆定理，可以

推导出其本征值与截断空间维数的关系，高斯正交系

综的本征值的截断维数外推性质近似于二分之一次

方幂函数。由于高斯正交系综的主对角元分布宽度

只是非主对角元分布宽度开平方的 2倍，两者差别不

大，因此基矢排序对最后的结果影响不大。作为一个

尝试，人为地在高斯正交系综的主对角元乘一个系数

使得高斯正交系综变为一种主对角占优矩阵。结果大

为改善，这表明了外推方法与微扰方法的结合非常适

用于主对角占优的哈密顿量。本文对于随机两体系

综，比较了不同宽度的随机两体矩阵元下，壳模型基

矢按照哈密顿量对角元排序后进行组态截断后子空间

的基态波函数与精确求解壳模型得到的基态波函数之

间的重叠数。发现宽度较小的两体矩阵元可以给出较

好的外推关系，宽度较大的两体矩阵元的外推关系则

较差。通过比较USDB与Yukawa的两体矩阵元分布

宽度以及GXPF1与Gaussian 的两体矩阵元分布宽度，

发现好的真实相互作用的两体矩阵元分布宽度更小。

最后考察了与USDB与GXPF1同分布的随机两体矩

阵元下，壳模型基矢按照哈密顿量对角元排序后进行

组态截断后子空间的基态波函数与精确求解壳模型得

到的基态波函数之间的重叠数。我们发现组态近似方

法不仅和两体矩阵元的分布有关，还和某些特殊的矩

阵元有关。
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Property of Extrapolation on Eigenvalues of Random Matrices
SHEN Jiajie1)

( Shanghai Institute of Applied Physics, Chinese Academy of Sciences, Shanghai 201800, China )

Abstract: Although the extrapolation method of diagonalizing the nuclear shell model Hamiltonian is successful, its

foundation has not yet been understand very well. In this paper, we study this approach by using random matrices with

the focus on gaussian ensemble and two-body random ensemble. We derive the formula of the extrapolation method of

diagonalizing the matrices of Gaussian orthogonal ensemble, and discuss the robustness of the extrapolation property by

two-body random ensemble. We point out that the extrapolation method of diagonalizing the shell model Hamiltonian

works better with the realistic interaction than other interactions.

Key words: Gaussian orthogonal ensemble; two-body random ensemble; eigenvalue; extrapolation method
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