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多尺度法与准等时同步加速器粒子纵向运动的稳定性*
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(1东莞理工学院计算机学院,广东 东莞523106;
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摘暋要:在经典力学框架内和小振幅近似下,把准等时同步加速器中的粒子纵向运动方程化为具有

阻尼项、受迫项的广义维尔斯特拉斯方程。在无扰动情况下,用维尔斯特拉斯函数分析了系统的相

平面特征;在扰动情况下,用多尺度法讨论了系统的稳定性。结果表明,在相平面上,分支轨道是

一条过不稳定点的同宿轨道,包围的区域呈“鱼形暠或毩形。系统的稳定性由“鱼形暠区的面积决定,
面积越大系统越稳定;结果还表明,系统除了氊m=1的主共振外,还存在氊m=2,1/2的超次谐共

振,并找到了系统稳定性的临界条件。
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1暋引言

1944年,苏联物理学家维克斯勒(次年,麦克

米兰)发现[1-3],在高频电场中运动的带电粒子具

有保持相位稳定的能力。从此,加速器的能量上限

从原理上实现了质的突破,同步回旋加速器和同步

加速器相继建造成功。2009年10月,投入运行的

欧洲同步加速器大型强子对撞机(LHC)可以把质

子能量加速到 TeV 以上。同步加速器中粒子纵向

运动的稳定性是一个很经典的问题。通过同步相位

的选择,可实现非同步粒子的能量补偿。如果粒子

具有较高的回旋频率,它将较早到达加速隙,只要

选择同步相位毤s 满足0<毤s<毿/2,就能使它从高

频场中获得较低能量增益;同样,对于较低能量的

粒子将较晚到达加速隙,从高频场中将获得较高能

量增益。这种能量补偿机制充分显现粒子纵向(相

位)运动的聚束效应。对于粒子具有较低的回旋频

率的情形,只要选择同步相位毤s 满足毿/2<毤s<毿,

相位稳定性同样可以得到保证。

考虑到粒子的运动阻尼和 RF调制的影响,粒

子的纵向运动方程将是一个带有阻尼项和受迫项的

广义维尔斯特拉斯(Weierstrass)方程。本文在经典

力学框架内和小振幅近似下,把准等时同步加速器

的粒子纵向运动方程化为具有阻尼项和受迫项的广

义维尔斯特拉斯方程。在无扰动情况下,用维尔斯

特拉斯函数分析了系统的相平面特征;在扰动情况

下,用多尺度法讨论了系统的稳定性。

2暋运动方程

选择(毤,毮)作为正则坐标,同步加速器粒子纵

向运动的 Hamiltonian可表示为[4]

H=1
2h氊0毲毮2+氊0eV0

2毿毬2E
[cos毤-

cos毤s+(毤-毤s)sin毤s], (1)

其中,h是谐波数,氊0 是同步粒子回旋频率,毲是相

移因子,毮是动量分散系数,e是电子电荷,V0 是

RF电压振幅,E是粒子能量,毬是无量纲粒子速度,

毤s 是同步相位。选择角坐标毴做独立变数,可得准
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等时(QI)同步加速器的粒子纵向运动方程:

毤
·

=h毲毮 ,

毮
·

= eV0

2毿毬2E
(sin毤-sin毤s)

(2)

其中字母上方的圆点表示对毴=s/R0 的微商,R0 是

加速器的平均半径。在转变能量毭T 附近,线性近

似是一个好的近似。注意到相移因子毲与束流的动

量分散毮有关,将它做泰勒展开:

毲(毮)=毲(0)+灥毲
灥毮 毮=0

毮+… 曋毲0+毲1毮, (3)

其中

毲0=毲(0);毲1=灥毲
灥毮 毮=0

。 (4)

将式(3)代入式(2),在线性近似下,可得

毮暓 =v2
s毮+v2

s
毲1

毲0
毮2, (5)

其中

vs= heV0 毲0cos毤s

2毿毬2E
是小振幅情况下的粒子同步频率。令t=vs毴,并做

代换

x=-毲1

毲0
毮,暋p=vs毲1

h毲2
0
毤 。 (6)

方程(5)可化为

x曞+x-x2=0, (7)

字母上方的一撇表示对时间t的微商。考虑到系统

阻尼(比如辐射衰减)和 RF调制(或噪声),在转变

能量毭T 附近,准等时同步加速器的粒子纵向运动

方程一般地可表示为

x曞+Ax曚+x-x2=Kcos氊mt, (8)

其中调制振幅K=-B氊m,B=毲1a/毲0vs 是加速器有

效调制频率,氊m =vm/vs 是无量纲调制频率,vm 是

加速器原始调制频率;而阻尼系数

A=毸
vs

=U0JE

2毿Evs
,

毸是衰减系数,U0 是粒子每圈能损,JE 是衰减量。
系统的性质与方程(8)包含的各项大小有关,下面

分两种情况讨论。

3暋无扰动系统的相平面特征

假设方程(8)中的阻尼项和受迫项可以不考虑,

此时方程(8)退化为方程(7)。方程(7)不显含时间,
系统是自治的,能量积分由公式

H0=p2

2 +x2

2 -x3

3 =E0 (9)

给出,其中E0 是系统的能量常数。令u=t/6 ,
(9)式化为

dx
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
2

=4x3-6x+12E0, (10)

同维尔斯特拉斯方程[5]

dP(u)
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
2

=4P3(u)-g2P(u)-g3 (11)

比较可知:

P(u)=x,g2=6,暋g3=-12E0。 (12)

方程(10)是一个维尔斯特拉斯方程,它的解是单值

双周期的维尔斯特拉函数。判别式

殼=g3
2 -27g2

3 =216(1-18E2
0) (13)

决定了系统的基本特征。殼 >0描述的是分支线内

部的粒子运动,方程4x3 -g2x-g3 =0的3个根

e1,e2,e3 均为实数,由图1(a)E0=0.08的直线与

势能曲线的3个交点给出,且从右到左分别为

暋暋e1= 2cos毩æ
è
ç

ö

ø
÷

3
;

暋暋e2,3=- 2cos毩
3暲60æ

è
ç

ö

ø
÷曘 ;

暋暋cos毩=-32E0 ,

毩是相平面角度。相应的轨道由公式

x(t)=e3+(e2-e3)sn2 e1-e3

6 t
æ

è
ç

ö

ø
÷m (14)

给出,其中符号sn是Jacobian椭圆函数,

m=e2-e3

e1-e3
= sin毼
sin(毼+60曘),

而

毼=1
3arccos(1-12E0)。

m=1的轨道为分支轨道

xsex(t)=1- 3
cosht+1

,

psex(t)= 3sinht
(cosht+1)2 。 (15)

在相平面上,分支轨道是一条过不稳定点的同宿轨

道,它包围的区域呈“鱼形暠或毩形,又称为“鱼形暠
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区或毩桶,如图1(b)所示。E0 =1/6的轨道是同宿

轨道。系统的稳定性由“鱼形暠区的面积决定,面积

越大系统越稳定。

图1暋维斯特拉斯系统的相互作用势(a)与相平面特征(b)

从内到外相轨线对应参数E0=1/10,1/7,1/6,1/5和

1/4。

4暋扰动系统的稳定性

假设非线性项和阻尼项为毰(1)阶小量,其余各

项为毰(0)阶小量,此时方程(8)可表示为

x曞+x=Kcos氊mt-毰(Ax曚-x2)。 (16)

下面用多尺度法进行求解[6],并讨论系统的稳定

性。设

x=x0(T0,T1)+毰x1(T0,T1)+… , (17)

其中T0=t,T1 =毰t,而cos氊mt=cos氊mT0。将式

(17)代入方程(16),并令毰的同次幂系数相等,
可得

D2
0x0+x0=Kcos氊mT0, (18)

D2
0x1+x1=-2D0D1x0-AD0x0-x2

0,
汅

(19)

其中,D0= d
dT0

,D1= d
dT1

。由方程(18)可得系统

的零级近似解:

x0=a(T1)eiT0 +毇ei氊mT0 +c.c, (20)

其中a(T1)为叠加系数,c.c表示与前面各项共轭

的项,而

毇= K
2(1-氊2

m)。 (21)

将式(20)代入方程(19),可得

暋D2
0x1+x1= -2ia曚+A

2
æ

è
ç

ö

ø
÷a eiT0 -iA氊m毇ei氊mT0 +

[a2e2iT0 +毇2e2i氊mT0 +2a毇ei(1+氊m)T0 +
2焻a毇ei(氊m-1)T0 +a焻a+毇2]+c.c(22)

方程右端包含了频率氊m=1的长期项,还包含了频

率为2氊m=1,氊m/2=1的小除数项。下面分两种情

况讨论。

4.1暋1/2次谐共振(2氊m 曋1)

为了描写系统在共振线附近的行为,引入解谐

参数氁,使得

2氊m =1+毰氁 , (23)
于是有

2氊mT0=T0+毰氁T0。 (24)

将式(24)代入方程(22),消去长期项可得:

2ia曚+A
2

æ

è
ç

ö

ø
÷a -毇2ei氁T1 =0。 (25)

积分一次,可得方程(25)的解

a=a0e-AT1/2+ 毇2

2i(A/2+i氁)e
i氁T1, (26)

其中a0 是常数。注意到当T1 曻 ¥时,第一项趋于

零,方程(25)的稳态解为

a= 毇2

2i(A/2+i氁)e
i氁T1。 (27)

将式(27)代入方程(20),可得1/2次谐共振情况下

方程(16)的解。

4.2暋2次超谐共振(氊m -1曋1)

类似地,由定义

氊m =2+毰氁 (28)

引入解谐参数氁,并改写

(氊m -1)T0=T0+毰氁 。 (29)

将式(29)代入方程(22),消去长期项可得:

ia曚+Aaæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -焻a毇ei氁T1 =0。 (30)

引入变换
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a=bi氁T1/2, (31)

将非自治方程(30)化为如下形式的自治方程:

b曚+i氁b2+Abæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +i毇b
-

=0。 (32)

令方程(32)具有b=br+ibi 形式的复数解,代入方

程(32),可得实部和虚部满足的方程:

br曚+Abr

2 - 氁
2-毇æ

è
ç

ö

ø
÷)bi=0,

bi曚+Abi

2 + 氁
2+æ

è
ç

ö

ø
÷毇br=0。

(33)

注意到方程(33)是常系数耦合方程,其解可表示为

br=br0e毸T1,暋bi=bi0=e毸T1。 (34)

将式(34)代入方程(33),可得特征值毸满足的线性

方程组:

毸+Aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 br0- 氁
2-æ

è
ç

ö

ø
÷毇bi0=0,

氁
2+æ

è
ç

ö

ø
÷毇br0+ 毸+Aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 bi0=0。
(35)

由克莱姆定理,方程(35)有非平凡解的条件是它的

系数行列式为零,即 (毸+A/2)2=毇2-氁2/4,由此

可得:

毸=-A
2暲 毇2-氁2

4
。 (36)

注意到当毸>0时,系统不稳定;毸<0系统是稳定

的;而毸=0时系统处于临界状态[7-12]。代入原始

参数,临界条件可表示为为

A- K2

(1-氊2
m)2 -氁2

>0,暋stable
=0,暋critical
<0,暋

ì

î

í

ï
ï

ïï instable

。 (37)

4.3暋讨论

(1)氁一旦确定,式(37)表明,阻尼系数A、RF
调制频率氊m 和调制振幅K 必须满足稳定性条件。

(2)氁越大,稳定性条件越容易满足,系统越稳

定。这就是说,远离氊m=2这条共振线的系统是稳

定的。
(3)氁越小,稳定性条件越不容易满足,系统越

不稳定;当氁=0时,系统处于氊m=2的共振状态。

5暋结论

注意到在转变能量附近,相移因子毲变得十分

重要。由于它的非线性,直接影响到了粒子运动行

为。处在转变能量附近的系统是准等时系统,线性

近似是一个好的近似,这样的加速器就是准等时同

步加速器。在经典力学框架内和小振幅近似下,考

虑到相移因子的非线性,把准等时同步加速器的粒

子纵向运动方程化为具有阻尼项、受迫项的广义维

尔斯特拉斯方程。在无扰动情况下,用维尔斯特拉

斯函数分析了系统的相平面特征;在扰动情况下,
用多尺度法讨论了系统的稳定性。结果表明,在相

平面上,分支轨道是一条过不稳定点的同宿轨道,
它包围的区域呈“鱼形暠或毩形。系统的稳定性由

“鱼形暠区的面积决定,面积越大系统越稳定;结果

还表明,系统除了氊m=1的主共振外,还存在氊m=
2,1/2的超次谐共振,并找到了系统稳定性的临界

条件。
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Multi灢scalarTechniquesandStabilitiesofLongitudinalMotionof
ParticlesinQuasi灢isochronousSynchrotron*

XIAO Hui灢juan1,LUOShi灢yu2,# ,SHAO Ming灢zhu2

(1ComputerCollege,DongguanUniversityofTechnology,Dongguan523106,Guangdong,China;

2CollegeofElectronicEngineering,DongguanUniversityofTechnology,Dongguan523106,Guangdong,China)

Abstract:Intheclassicalmechanicsframeandwithsmallamplitudeapproximation,thelongutudialmo灢
tionequationofparticlesinquasi灢isochronoussyhchrotronisreducedtothegeneralWeierstrassequation
withadampingtermandaforcedterm.Inthenon灢perturbedcase,thephaseplanepropertiesareanalysed
byusingWeierstrassfunction;intheperturbedcase,thestabilitiesarediscussedintermsofthemulti灢sca灢
lartechniques.Theresultsshowthattheseparatrixorbitisahomoclinicorbitthroughtheinstablepointin
thephaseplane,thesurroundingareaisthefishformor毩灢form.Thestabilitiesaredeterminedbythefish
area,thelargethearea,thebetterthestability;alsotheresultsshowthatthereare氊m=2,1/2super灢and
sub灢harmonicsresonanceexceptthemainresonance氊m=1,thecriticalconditionofaninstabilityisfound.

Keywords:synchrotron;phasemotion;multi灢scalartechnique;Weierstrassequation;stability
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