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三维谐振子 Wigner函数的星乘解*
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摘暋要:Wigner函数作为相空间中的一个准概率分布函数,也是密度矩阵的特殊表示形式,具有

十分重要的物理意义。首先介绍了 Wigner函数的性质及其计算方法,然后利用星本征方程(Moyal
方程)计算了三维谐振子的 Wigner函数。最后讨论了在相空间中描述声子与电子(或光子)相互作

用的方法,并得到了跃迁几率在相空间中所满足的方程。
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1暋引言

最早引进 Wigner函数是在1932年[1],作为相

空间中的一个准概率分布函数,也是密度矩阵的特

殊表示形式,它在量子测量中具有十分重要的价

值[2]。在描述量子光学、核物理、量子计算、量子

混沌以及量子信息的控制和传递中,Wigner函数

也有着非常重要的作用,并且是一个很好的半经典

近似[3—7]。在20世纪70年代以前,Wigner函数并

没有引起人们更多的关注。直到1975年,Moyal才

从量子力学的内部逻辑出发,发现了这个引人入胜

的 量 子 化 方 法[8—10]。它 和 已 有 的 量 子 化 方 法

(Schr昳dinger,Heisenberg算符正则化,Feymen路

径积分量子化)是等价的,它的基本方程是 Moyal
星本征值方程[9—11]。在这种逻辑完整而且独立的量

子化方法中,人们不需要选定一个特定的表象空

间,如坐标表象或动量表象。不仅如此,不确定关

系也容纳在相空间的 Wigner函数中。更重要的是,

Wigner函数在现代量子测量中具有重要的意义,
这个定义与相空间的实函数具有准概率分布函数的

性质。例如,在文献[12]中,对于 He(氦)原子束在

双缝干涉实验中的 Wigner函数进行了很巧妙的测

量,得到的结果与理论计算相一致。在最近的研究

中发现,Wigner函数所服从的相空间中的星本正

值方程,也就是 Moyal方程中的星乘与超旋理论中

非对 易 几 何 的 Moyal灢Weyl 乘 (星 乘)是 相 同

的[13,14]。近年来量子体系的非对易拓扑相位和非

对易能级引起了人们极大的兴趣和关注[14—20]。
在本文中首先回顾了 Wigner函数的性质及其

计算方法,然后利用星本征方程(Moyal方程)求出

了三维谐振子的 Wigner函数。最后讨论了在相空

间中描述声子与电子(或光子)相互作用的方法,并

给出了跃迁几率在相空间中所满足的方程。

2暋Moyal方程与 Wigner函数的性质

从经典力学过渡到量子力学的途径中,有3种

逻辑自洽的量子化方法。第一种是由 Heisenberg,

Schrodinger,Dirac以及其他一些物理学家在20世

纪20年代提出并发展起来的。其方法的核心是在

Hilbert函数空间中进行算符正则化。第二种方法

是由Feynman提出并建立起来的路径积分方法。
这种方法的理论自洽性以及和其它理论的相容性已

经被Dirac证明。最后一种方法是基于 Wigner准概

率分布函数在普通相空间的 Moyal乘法量子化[8]。

Wigner函数作为相空间中的一个准概率分布

函数,是一个很好的半经典近似。在物理量的测量

中 Wigner函数是非常重要的[2]。在自由度n的相
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空间中,Wigner函数的一般形式为
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对于定态有
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它是密度矩阵的一个特殊表示。按照(1)式的定义

可以证明,当忽略O(淈2)(或灥毸V/灥x毸=0,对毸曒3)
时,含时 Wigner函数具有如下与经典力学中的Li灢
ouville定理相似的动力学演化方程[9,10]:

灥W
灥t =-p

m
灥W
灥x +灥V

灥x
灥W
灥p

。 (3)

对于给定的 HamiltonianH(x,p),Wigner函数的

动力学演化方程(3)可改写为如下 Moyal方程:

灥W
灥t =H*淈W -W*淈H

i淈
, (4)

这里的星乘*淈由下式给出:
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星乘*淈包含指数算符,这将使实际计算相当困难。

一种更便利的乘法*淈可表示为[9]
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或者,
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对于能量本征态,Wigner函数满足更具有约束性

的*淈本征值方程:

H(x,p)*淈W(x,p)=H x+i淈
2灥曻p
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或者
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这里的E 是本征方程H氄=E氄 的能量本征值。这

两个方程决定了 Wigner函数的性质[9]。

利用(6)和(7)式给出的关于星乘*淈计算方法,
容易证明方程(4)和(3)是等价的。证明如下:
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暋暋关于 Wigner函数更为重要的性质是

曇dxW(x,p)=氄* (p)氄(p)=氀(p), (10)

以及

曇dpW(x,p)=氄* (x)氄(x)=氀(x), (11)

表明 Wigner函数对坐标空间(或动量空间)的边缘

分布为动量表象(或坐标表象)中的概率密度分布。

3暋三维谐振子的波动方程和波函数

普通空间中三维谐振子的 Hamiltonian为

H(x,p)=1
2毺
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暋暋暋暋 1
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其定态Schr昳dinger方程为

1
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该方程可以在直角坐标系中用分离变量法求解。由

方程的对称性,可令氉=氄(x1)氄(x2)氄(x3),E=E1

+E2+E3。容易得到氄所满足的方程为

1
2毺

p2
1 +1

2毺氊2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1 氉=E1氉 , (14)

此方程与一维谐振子的定态方程相同,其解为
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同理,氄(x2)和氄(x3)具有与氄(x1)相同的形

式,因此三维谐振子本征函数及能量本征值为
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其中n1,n2,n3=0,1,2,…。(16)和(17)式分别

给出了三维谐振子的本征函数和能级。利用这个本

征函数也可以由公式(2)计算三维谐振子的 Wigner
函数。

4 三维谐振子的 Wigner函数的星乘解

三维谐振子的 Hamiltonian为(采用自然单位

制:淈=c=1,氊=m=1),

H(x,p)=1
2
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按照方程(8),可以得到相空间中三维谐振子所满

足的星本征方程:
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考虑方程(9)可以得到:
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我们有
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暋暋由方程的对称性,可以令(23)式的W(u,毻,z)

=W(u)W(毻)W(z),分离变量后可得:
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形式如式(24)微分方程的解在文献[9]已给出,即
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于是,所得到三维谐振子的 Wigner函数为
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利用(22)式,把(30)式中的变量换成相空间变量

(x,p),可得:
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这就是三维谐振子的 Wigner函数。对于基态有:

W000 x1,x2,p1,p2,x3,p( )3 =
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1
(毿淈)3e

-(x2
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2+p2
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2+x2
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3)/淈 , (32)

这是相空间中 Gaussian分布函数,在经典极限下,

基态 Wigner函数将变成为一个三维毮函数。

5暋声子跃迁的 Wigner函数描述方法

声子是描述晶格振动的准粒子,是一种典型的

集体运动的元激发。当T曻0K 时,晶格中的原子

在平衡位置处于基态,是一种有序的状态。在外界

作用下,例如热扰动或是光的作用,使系统处于激

发态,原子偏离平衡位置做小振动。在简谐近似下,

通过引入简正坐标,系统的动能和势能分别化为一

些平方项之和,其 Hamiltonian可以写为

H=暺
3N

i=1

1
2

(P2
i +氊2Q2

i)。 (33)

容易看出,三维晶体的声子振动相当于 N 个三维

谐振子,其 Wigner函数的形式与(31)式相同,应

为N 个三维谐振子 Wigner函数的乘积(或3N 个

一维谐振子 Wigner函数的乘积):

W =暻
N

i=1
Wnimili =暻

3N

i=1
Wni

。 (34)

暋暋 引 入 声 子 的 Wigner 函 数 后,不 仅 可 以 用

Wigner函数的变化来描述声子数的变化,而且可

以描述简正运动量子态之间的跃迁。当电子(或光

子)与振动的晶格相互作用时,电子从晶格中吸收

一个声子(或发射一个声子),这个过程可以用声子

Wigner函数的变化来描述:

ai*Wni =niWni-1,

a+
i *Wni =(ni+1)Wni-1。 (35)

a+
i 和ai 为相空间中声子的产生与湮灭算符[21]。在

相空间中它们所遵守的运算为星乘运算[14]。
现在考虑系统在某种外界作用下体系在定态之

间的跃迁几率。设无外界作用时,体系的 Hamilto灢
nian(不显含t)为 H0。包括 H0 在内的一组力学量

完全集F 的共同本征态为Wn(由于是定态,Wign灢
er函数不随时间变化,即不显含t)。设体系初始时

刻处于Wk,当外界作用 H曚(t)之后,体系不能保持

在原来的本征态,而变成F 的各本征态叠加:

W(t)=暺
k
Snk(t)Wk。 (36)

将(36)式代入方程(4),可得

i淈暺
k

dSnk

dtWk=暺
k
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(37)
上式两边分别左、右星乘Wk曚,并积分得

i淈暺
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dt曇dxdpWk曚*Wk=

暺
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dt曇dxdpWk*Wk曚 =

暺
k
Snk曇dxdp H曚*Wk*Wk曚 -Wk*H曚*W( )k曚 ,

(39)
将以上两式相加,有

idSnk曚

dt =1
2暺

k
Snk 暳暋暋暋暋暋暋暋暋

曇dxdp Wk曚*H曚*Wk-Wk*H曚*W( )k曚 ,(40)

根据假设,取Snk=毮nk,则式(40)变为

idSnk曚

dt =1
2曇dxdp(Wk曚*H曚*Wn -

Wn*H曚*Wk曚), (41)

因此跃迁几率的近似解为

Snk曚 =i
2曇

t

0
dt曇dxdp(Wn*H曚*Wk曚 -

Wk曚*H曚*Wn)。 暋暋暋 (42)

由(42)式可以看出,跃迁几率与初态Wk曚、末态Wn

以及外界作用H曚(t)的性质都有关。特别是如果具

有某种对称性,使(42)式中的两部分相互对称,则

跃迁几率Snk曚=0。最简单的情况为 H曚,H[ ]0 =0,
此时含微扰的 H 可以被对角化,因此微扰作用后

的状态保持不变。

6暋结论

Wigner函数作为相空间中的一个准概率分布

函数,也是密度矩阵的特殊表示形式,并且是一个

很好的半经典近似,它在量子测量中有重要的应

用。我 们 在 介 绍 了 求 解 Wigner 函 数 的 两 种 方

法———积分法和星本征方程解法的基础上,利用星

本征方程(Moyal方程)求出了三维谐振子中的
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Wigner函数。它的基态函数为 Gaussian分布函数,
其经典近似为一个三维毮函数。最后,还介绍了相

空间中晶体的声子与电子(或光子)相互作用的描述

方法,并得到了跃迁几率在相空间中满足的方程。
这一方法在半导体量子结构中的应用以及非对易相

空间 Wigner函数的特性将在以后进一步讨论。
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SolutionofWignerFunction暞sStar灢product
for3灢DHarmonicOscillator*

CHENDe灢sheng,WANGYa灢hui# ,WANGYao,MAKai
(DepartmentofPhysics,ShaanxiUniversityofTechnology,Hanzhong723001,Shaanxi,China)

Abstract:Asaquasi灢probabilitydistributionfunctioninphase灢spaceandaspecialrepresentationofthe
densitymatrix,Wignerfunctionhasgreatsignificanceinphysics.Inthispaper,first,Wignerfunction暞s
characteristicandcalculationapproachareintroduced.Then,withStar灢eigenequationweobtaintheWign灢
erfunctionforthree灢dimensionalharmonicoscillator.Intheend,wediscussthemethoddescribingthein灢
teractionbetweenphononsandelectrons(orphotons)andobtaintheequationthattransitionprobability
satisfiesinphasespace.

Keywords:three灢dimensionalharmonicoscillator;Wignerfunction;Moyal灢Weylproduct;phonon

·951·暋第2期 陈德胜等:三维谐振子 Wigner函数的星乘解

* Receiveddate:5May2009;Reviseddate:10Mar.2010

暋暋* Foundationitem:NationalNaturalScienceFoundationofChina(10875035);OpenTopicofStateKeyLaboratoryforSuperlatticesand

Microstructures,InstituteofSemiconductors,ChineseAcademyofSciences,InstitujteofSemiconductors,Chinese

AcademyofSciences(CHJG200902)

暋暋# Correspondingauthor:WangYa灢hui,E灢mail:wangyahui8312469@163.com


