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超晶格量子阱的沟道辐射及其谱分布*
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(东莞理工学院电子工程学院,广东 东莞暋523106)

摘暋要:在经典物理框架内和偶极近似下,导出了超晶格量子阱沟道辐射频率和辐射谱分布。指

出了对于自发辐射谱分布,存在一个普适的线型因子,而粒子的最大辐射能量与相对论因子毭 有

关,且与毭3/2成正比。以正弦平方势为例进行了具体讨论。结果表明,由于势阱深度和噪音的影

响,谐波数l只取少数几个值。超晶格量子阱沟道辐射只存在不多的几条谱线,为进一步应用提

供了可能。最后,还给出了一种可能的实验方案,讨论了如何利用弯晶把超晶格量子阱的沟道辐

射改造为相干辐射。
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1暋引言

经典物理学证明,任何一个带电粒子在电磁场

中作加速度运动时,都要自发地向外辐射电磁波,
这种辐射称为自发辐射。在自由电子激光器中运动

的电子及其在晶体沟道中运动的带电粒子也不例

外。但是,试图用传统方法把自由电子激光推向更

短波长将在技术上遇到严重挑战。如果把自由电子

激光同带电粒子沟道辐射相结合,可望把辐射能量

推进到X能区或毭能区[1—7]。
在人们寻找新光源,特别是寻找短波长激光光

源中,一直困扰人们的一个问题就是能量和强度这

两个指标很难兼得。换句话说,激光的能量越高强

度就可能越低。由于晶体沟道的接受度不够高(通
常只有百分之几或百分之十几的粒子被沟道俘获),
决定了沟道辐射强度不大,而改造后的 X激光或毭
激光强度也将受到限制。注意到沟道辐射强度与沟

道的接受度有关,在束流品质一定的情况下,沟道

的孔径越大,势阱越深接受度越大。于是,问题之

一就转化为如何寻找大沟道、深势阱材料。正是在

这种探索中,文献[8]指出,超晶格量子阱的通道

就比较大(比如宽度可达到几十 痄 或上百 痄,而常

规的晶体沟道宽度只有1痄或几痄),而且沟道宽度

和势阱深度均可以人为调节。如果有一束粒子沿着

量子阱方向入射,将可能被它俘获,并向外辐射能

量,这种辐射就是超晶格量子阱沟道辐射。
自从20世纪70年代前苏联科学家库马霍夫发

现了沟道辐射以来[1],人们就提出了各种方案,企

图把自发的沟道辐射改造为相干辐射。例如,(1)
有人指出如果能在晶体中产生一种稳定驻波,则电

子同驻波场相互作用,可望得到一种相干的沟道辐

射;(2)有人建议利用沟道辐射与超晶格多层薄膜

结构的相互作用可获得相干光;(3)有人设想将晶

体弯曲,通过自发的沟道辐射在弯晶中的动力学衍

射来获得相干光。还有人企图利用声学方法使晶体

周期弯曲,获得短波长激光。虽然至今还尚未在实

验室成功获得X激光或毭激光,但正是他们的工作

为人们寻找新光源开辟了一个全新方向。
值得注意的是,不管用什么方法企图把自发的

沟道辐射改造为相干辐射,都需要知道带电粒子的

退道长度、辐射能损和激光增益等,而这些参数都

与自发辐射谱分布直接相关。文献[8]讨论了超晶

格量子阱沟道辐射的瞬时辐射强度和平均辐射强

度,在此基础上,本文进一步对超晶格量子阱的沟

道辐射进行分析,导出带电粒子(比如电子)最大辐
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射能量和自发辐射谱分布。指出了在电磁场中运动

的带电粒子,只要知道它的横向加速度,它的l阶

傅里叶分量就是完全确定的,而辐射谱分布也就完

全被确定。于是,问题就归结为求解运动方程或寻

找系统哈密顿量。我们以正弦平方势为例,讨论了

带电粒子在掺杂超晶格量子阱沟道中的辐射能量和

谱分布。结果表明,自发辐射存在一个普适的线型

因子f(毼);且谱线不只一条(与横向加速度的傅里

叶分量l有关)。不过,由于谐波数l的取值一方面

要受到势阱深度的限制,另一方面,高阶傅里叶分

量的强度比较弱,常被噪声掩盖,于是自发辐射只

剩下不多的几条谱线,这就为进一步应用提供了可

能。此外,还给出了一种可能的实验方案,讨论了

如何利用弯晶把超晶格量子阱沟道辐射改造为相干

辐射。最后,强调了相对论效应的双重影响,一方

面由于质量的相对论效应,惯性系中的粒子振动频

率随毭-1/2减小;另一方面,由于多普勒效应又使辐

射能量随毭2增加。结果表明,相对论带电粒子的自

发辐射 能 量 与 相 对 论 因 子毭 有 关,且 与毭3/2 成

正比。

2暋超晶格量子阱沟道辐射

超晶格通常分为组分超晶格和掺杂超晶格。所

谓组分超晶格就是将两种晶格常数不同的材料交替

生长而成的多层薄膜结构,而掺杂超晶格则是指在

同一材料(衬底,比如 GaAs)上交替掺入n灢型和p灢
型杂质,形成 n灢i灢p灢i灢n灢i灢p灢i…周期排列的一维阵

列,如图1和图2所示。从两图中可以看出,对于

电子来说,组分超晶格和掺杂超晶格的差别仅在于

势阱形状不同,前者是方形势阱,后者是类正弦平

方势阱[9]。对于组分超晶格,它的势垒高度(或势

阱的深度)决定于超晶格材料 GaAs和 Ga1-xAlxAs
的能隙差,而势阱的宽度则决定于夹层 GaAs的厚

度。对于掺杂超晶格阱宽也决定于层厚,而阱深则

决定于掺杂浓度。于是,只需调整“夹层暠厚度就可

以调整阱宽,选择不同材料(或掺杂浓度)就可以调

节阱深,阱宽和阱深均可以人为控制。
假设有一束带电粒子沿着垂直于超晶格生长方

向入射,这些粒子将可能被量子阱俘获,而且很容

易穿透到超晶格内部,这就是超晶格量子阱沟道效

应。在量子阱中运动的带电粒子将不断向外辐射电

磁波,这种辐射就是超晶格量子阱的沟道辐射。

图1暋组分超晶格量子阱

图2暋掺杂超晶格量子阱[9]

3暋超晶格量子阱沟道辐射谱分布

当带电粒子在电磁场中作加速运动时,单位立

体角的辐射功率可表示为[10]

dP(t)
dO = A(t)2, (1)

其中

A(t)= c
毿

[RE]ret, (2)

脚标“ret暠表示推迟。A(t)是时间相关电磁场矢势,

R 是带电粒子瞬时位置与观察点之间的距离,E 是

电场强度,且

E=e
c

n暳(n-毬)暳毬
(1-毬·n)3{ }R ret

, (3)

其中毬=v/c,c是光速,v是粒子速度,n是电磁辐

射方向。定义傅里叶变换

A(氊)= 1
2毿曇

¥

-¥
A(t)ei氊tdt, (4)

则可将单位频率和单位立体角内的辐射强度表示为

d2I
d氊dO=2 A(氊)2。 (5)

将式(3)和(4)带入(5)式,可得

d2I
d氊dO=e2氊2

4毿2ct0
F(氊)2, (6)

其中,t0 是带电粒子穿过外场所需要的时间,氊是

辐射频率,而

F(氊)=暺
¥

l= -¥

毩l
毮(氊-氊l)
(1-毬·n) (7)
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是光子落在频率间隔d氊和立体角dO 范围内的“几
率暠,其中

氊l= l毟
1-毬·n

(8)

是l次谐波的辐射频率,而

毟=毟0毭-1/2, (9)

毟0 是惯性系中粒子横向振动频率,毭是相对论因

子。
在偶极近似下,方程(6)可进一步化为

d2I
d氊dO=e2

2毿c暺
¥

l=1

旤晍毬lx旤2

(1-毬cos毴)4[(1-毬cos毴)2-

(1-毬2)sin2毴cos2氄], (10)

其中毮[l毟-氊(1-毬cos毴)]是毮函数。注意到n是粒

子电磁辐射方向,x是粒子振动方向,z是粒子纵向

运动方向(见下面第4节),则毴是n 与z 轴之间的

夹角,氄是n在(x,z)平面上的投影与x轴之间的

夹角。晍毬lx 是晍毬x 的l阶傅立叶各分量,且可表示为

晍毬lx =1
T曇

T/2

-T/2
晍毬x(t)eil毟tdt, (11)

而晍毬x 是无量纲的粒子横向加速度,由运动方程确

定。式(10)描述了一般情况下,带电粒子自发辐射

谱密度的角分布。下面分两种情况讨论。

3.1暋自发辐射的谱密度分布

完成式(10)对立体角积分,并引入单位阶跃函

数,可将辐射谱密度表示为

dI
d氊=毩h 暺

¥

l=1

氊l旤晍毬lx旤2

毟2 f(毼)暋, (12)

其中,毼=氊/氊l,毩=2毿e2/ch 是精细结构常数,而

f(毼)=毼(1-2毼+2毼2)毴(氊l-氊)
l2 (13)

是谱密度分布的线形因子,毴(氊l-氊)是单位阶跃函

数。原则上l的取值是任意的,实际上,由于受势

阱深度的限制,l只能取少数几个值。而且,根据

场的对称性,l还可能只取奇数值或偶数值。

3.2暋最大辐射能量

注意到式(8)是考虑了多普勒效应后l次谐波

的辐射频率,在小角度近似下,对于相对论电子,

由式(8)可进一步得到l次谐波的最大辐射频率

氊l=2l毟毭2。 (14)

将式(9)代入式(14),可将上式用惯性系中的粒子

振动频率毟0 进一步表示为

氊l=2l毟0毭3/2暋。 (15)

上式表明,自发辐射的最大频率与毭3/2 成正比。由

式(11),(12)和(15)可以看出,只要知道粒子的轨

道和振动频率,粒子自发辐射的谱密度、角分布和

最大辐射能量均可以完全确定。问题归结为求运动

方程和它的解。

4暋正弦平方势与粒子运动方程

设(x,z)平面是超晶格量子阱系统的横截面。
选择量子阱沟道中心为坐标原点,过原点作一平面

与阱壁平行,这个平面称为量子阱沟道中心平面。
选择直角坐标系,x 轴垂直中心平面,y 轴和z 轴

位于中心平面内,且z轴沿着束流方向,y轴与阱

壁平行。严格说来,沟道问题是一个三维问题,考

虑到系统的平移对称性,坐标轴y将不出现;如果

粒子在x方向的能量不是太大(即可以略去晶格热

振动和电子多重散射的影响),粒子在z方向的运

动可看作是能量守恒的,这时粒子的行为完全由x
方向的运动决定,从而把三维问题化为一维问题。

在经典力学框架内和偶极近似下,粒子的横向

运动方程可以表示为

md2x
dt2 + d

dxV
(x)=0暋。 (16)

我们假设掺杂超晶格的量子阱就是一个个正弦平方

势阱。引入正弦平方势[11—14]

V(x)=V0sin2 毿xæ

è
ç

ö

ø
÷

d
(17)

来描述交替掺杂对导带底的周期调制,其中V0 是

势阱深度,d是势阱宽度。令

毼=2毿x
d

,t=毮1/2氂,毮=2毿2V0

m0毭d2 。 (18)

方程(16)可化为

d2毼
d氂2 +sin毼=0。 (19)

方程(19)是一个标准的摆方程,它的等价系统可以
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表示为

晍毼=毱,晍毱=-sin毼。 (20)

系统(20)在相平面(毼,毱)上有一个平衡点(0,0)和
两个非平衡点(-毿,0)和(毿,0)点。积分一次可得

系统的哈密顿量:

h=毱2

2+(1-cos毼)。 (21)

根据h的大小,相平面上的轨道可分为3类。

4.1暋h=2

h=2的轨道是异宿轨道,它把相平面分为内

外两个区域。这两条轨道可表示为

毼=暲2arcsin(th氂),毱=暲2sec(h氂), (22)

其中,暲号分别对应上、下相平面的两条异宿轨

道,系统沿这条轨道运动的周期Ts为无穷。

4.2暋0<h<2

当0<h<2时,轨道是周期的,描写的是带电

粒子在超晶格量子阱沟道中围绕沟道中心平面做周

期运动的情形,相应的解可表示为

毼=2arcsin(ksn氂),毱=暲2kcn(氂), (23)

其中,k=h/2,k暿(0,1),sn氂和cn氂 是雅可比椭

圆函数。系统沿轨道式(23)的运动周期为

T 0=4K(毷), (24)

K(毷)是第一类椭圆积分。当h单调增加时,系统

的运动周期T 0从2毿增加到无穷。

4.3暋h>2

当h>2时,轨道也是周期的,描写了系统围

绕不稳定平衡位置的周期运动,且可用雅可比椭圆

函数表示为暯

毼=暲2arcsinsnæ

è
ç

ö

ø
÷

氂
毷

, (25a)

毱=暲2
毷dn氂

毷
, (25b)

式中dn氂为雅可比椭圆函数。振动周期由

Tr=2毷K(毷) (26)

给出,当h单调减少时,周期Tr由零增加到无穷。

值得注意的是,在分界线内部0<h<2,相轨

线为一族椭圆,对应于粒子绕平衡位置(稳定点毼s

=0)周期运动;在平衡点附近,相轨线近似为一个

圆。在分界线外部h>2,电子的运动也是周期的,
且由式(25a)和(25b)给出,在经典力学中,对应于

摆围绕不稳定点毼u=毿作旋转运动,在量子阱沟道

效应中,描写了粒子跨越势垒在超晶格中做准沟道

运动情形。
对于超晶格量子阱沟道辐射,只需从式(23)和

(18)求出坐标空间的粒子运动轨迹,它的加速度就

是完全确定的,由式(11)可知,它的l阶傅里叶分

量也就完全确定,代入式(12)就可确定带电粒子沟

道辐射谱分布。从式(12)和(13)可以看出,辐射谱

包含l条谱线,随着l的增加,强度呈平方反比关

系减小。图3给出了在谐波数l=1,2,3,4情况

下,计算的线型因子。从图中可以看出,辐射强度

随着l的增加迅速减小。实际上,谐波数l除了受

势阱深度的限制外,由于噪音的存在,高阶傅里叶

分量的贡献常被噪音掩盖,l只取少数几个值,而

辐射谱也只存在不多的几条谱线。

图3暋超晶格量子阱沟道辐射的线型因子

5暋可能的实验方案

实验装置由两部分组成,一部分是一台高能加

速器,另一部分是弯晶系统。正如引言指出,有人

建议可将晶体弯曲,通过自发的沟道辐射在弯晶中

的动力学衍射来获得相干光。类似地,我们可以将

量子阱超晶格做成图4(a)所示的常曲率弯曲,曲率

半径为R,对称轴为f,并假设带电粒子在倒格矢

g标记的量子阱沟道中运动。如果倒格矢g1 与粒

子轨迹成45曘角,当X波段的沟道辐射同g1 描述的

这一族晶面相互作用时,将被这一族晶面反射,并

沿着半径聚焦到f轴上的点F1和F2(图4b)。如果

能够将它收集,就可获得聚焦的X光。如果用倒格

矢g3 表示另一族与粒子运动轨迹垂直的晶面(沿径
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向),当X波段的沟道辐射与这一族晶面相互作用

时,将被这一族晶面垂直反射,并沿着粒子运动的

相反方向传播。当沟道辐射频率氊=氊B,且符合布

拉格衍射条件时,将被另一族晶面(比如用倒格矢

g2 表示的晶面)衍射,并沿半径聚焦到f 轴上的点

F3(图4b)。如果能够将它成功收集,就可望获得

聚焦的、而且是相干的X激光。

图4暋超晶格量子阱沟道辐射在弯晶中的动力学衍射(示

意图)

6暋结论

在文献[8]的基础上,进一步分析了超晶格量

子阱的沟道辐射,导出了带电粒子最大辐射能量和

自发辐射谱分布。强调了在电磁场中运动的带电粒

子,只要知道它的横向加速度,它的l阶傅里叶分

量就是完全确定的,而辐射谱分布也就完全确定。
于是,问题就归结为求解运动方程或寻找系统哈密

顿量。以掺杂超晶格为例,引入正弦平方势具体讨

论了带电粒子在掺杂超晶格量子阱中的自发辐射频

率(能量)和辐射谱分布。结果表明,自发辐射存在

一个普适的线型因子f(毼)。谐波数l的取值一方面

受到势阱深度的限制,另一方面,高阶傅里叶分量

的贡献也常被噪声湮没,自发辐射只剩下不多的几

条谱线。正是超晶格量子阱沟道辐射只有少数几条

分离的谱线,为进一步应用提供了可能。最后,给

出了一种可能的实验方案,讨论了如何利用弯晶把

超晶格量子阱的沟道辐射改造为相干辐射。
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