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对偶超导模型狀＝９０—１１０的近似解析解

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（西北师范大学物理与电子工程学院，甘肃 兰州７３００７０）

摘　要：研究了对偶超导模型的大狀涡旋。基于变分原理得出了ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型在狀＝９０—１１０

的近似涡旋解析解，并计算了涡旋张力对狀的依赖性。发现，每根涡旋的张力大致随狀线性增长。

期望该解对理解ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型中的大量子数涡旋的墙行为具有一定价值。
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１　引言

近年来，通过类比第二类超导体来解释量子色

动力学（ＱＣＤ）中的禁闭问题又成为量子场论中受

关注的课题之一［１，２］。在对偶超导图像中，人们认

为，由于磁单极子凝聚体中的对偶迈森纳效应，色

荷和夸克被禁闭在强子中［３，４］。基于奇异规范固定，

’ｔＨｏｏｆｔ提出了对偶超导图像一个实现途径：Ａｂｅ

ｌｉａｎ投射
［５］，通过从Ｓ犝（２）到犝（１）的对称破缺将规

范场Ａｂｅｌ化，而规范固定的奇异性则导致磁单极。

近来人们又提出可以从纯犛犝（２）规范场出发来构造

有效ＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｎｄａｕ模型的思想
［６］，从而提供了

一种对偶超导框架下研究ＱＣＤ禁闭相的一种新途

径。由于色荷和夸克禁闭与超导理论的重要联系，

研究 ＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｎｄａｕ方程及其简并基态是 ＱＣＤ

唯像学研究的一个十分重要的课题［７—１０］。文献［７］

给出了狀＝１近似解析解，文献［８—１０］研究了狀较

大时的狀重涡旋解，猜想并数值地证明了狀重涡旋

解在大狀极限下将变成墙涡旋，由于算法限制，最

大的狀＝１００。这为口袋状孤子的形成提供了一个场

论机制。为方便地研究墙涡旋，利用能量变分法研

究了ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型在大狀条件下的近似涡旋

解析解，给出了解参数对狀的具体依赖性。

２　对偶犌犻狀狕犫狌狉犵犔犪狀犱犪狌方程

对偶ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型的拉格朗日密度
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这样，可以得到对偶 ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型的运动方

程为
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为了找到柱对称的涡旋解，取柱坐标系（狉，θ，

狕），狉２＝狓２＋狔
２；我们取库仑规范

!

·犃＝０，在静态

条件（犃０＝０）下，设

犃（狉，θ）＝犲θ犃（狉），（狉，θ）＝０ρ（狉）ｅ
ｉ狀θ， （４）

其中

犃（狉）＝
狀

犵狉
犳（狉）。 （５）

将（４）和（５）式代入（３）式，同时取狓＝狉／犚对其变量

进行无量纲化，犚为涡旋的核半径，得到方程
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其边界条件及磁通量子化条件为［１４］

犳（狓→０）→０，　ρ（狓→０）＝０，

犳（狓→ $
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）＝１。 （７）

　　由（１）式可以得到静态能量为
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则涡旋张力，即单位长度的能量为σ＝∫
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其中，犳（狓）和ρ（狓）是未知的无量纲函数，需要由方

程（６）解得。

３　方程的求解

我们考虑大量子数时的对偶ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模

型的近似涡旋解。由文献［８—１０］的解析和数值论

证可知，对偶ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型的狀重涡旋解在

大狀极限下，犳（狓）和ρ（狓）趋于渐进形式１－狓
２ 和

阶跃函数θ（狓）。因此，我们提出，方程（６），也即变

分问题（９）的解（犳（狓）和ρ（狓）），在狀＝１００左右将

取如下尝试解的形式：

犳（狓）＝１－
ｅ－狓

２

ｓｅｃｈ
犪２（狀）

９
狓犪１

（狀（ ））
１＋ｅ

犪
２
（狀）（狓－０．９）

，

ρ（狓）＝ １－
１

１＋ｅ
犪
３
（狀）（狓－０．８［ ］） ×

ｔａｎｈ２
犪３（狀）

１１
狓＋０．（ ）０４２

犪
４
（狀

｛ ｝
）

， （１０）

其中犪１（狀），犪２（狀），犪３（狀）和犪４（狀）是依赖于狀的参

数，且都为正数（犪犻（狀）＞０，犻＝１，２，３，４）。我们得

到当狀＝１００，犪１＝４．０４５５６，犪２＝９，犪３＝１１和犪４＝

９．７１７７时，解析解（１０）式与文献［９］中数值解符合

得相当好，如图１所示。

图１ 狀＝１００，为数值解
［９］，×为近似解析解

将（１０）式代入（９）式，可以得到涡旋张力σ（狀）

的积分形式，它难以由符号积分得到解析形式。为

此采用数值变分方法。用 ＭＡＴＬＡＢ代码，对σ（狀）

在狀＝９０—１００进行数值变分，得到犪犻（犻＝１－４）和

σ对狀的依赖关系。其中，犵＝２．０，λ＝３犵
２，０＝

０．６５ＧｅＶ，犚＝２．６８ｆｍ。结果如图２—图６所示。

图２ 犪１（狀）在狀＝９０—１１０时的变化

图３ 犪２（狀）在狀＝９０—１１０时的变化
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图４ 犪３（狀）在狀＝９０—１１０时的变化

图５ 犪４（狀）在狀＝９０—１１０时的变化

图６σ（狀）在狀＝９０—１１０时的变化

将以上结果做数值拟合，得到犪１（狀），犪２（狀），

犪３（狀），犪４（狀）和σ（狀）关于狀的以下函数形式：
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其中
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　　图２—图５给出了犪犻（狀）（犻＝１—４）对狀的依赖

关系，其中狀＝９０—１１０；图６给出了涡旋张力σ对

狀的依赖关系，它大致呈简单的线性关系，因为二

次项系数犇２ 比线性项系数小２个数量级：犇２／犇１

≈０．０１。将（１１）—（１４）式带入（１０）式，即可得到近

似解（犳（狓）和ρ（狓））的具体形式，这里略去。同时我

们还可以通过（９）式给出涡旋张力对狀的依赖性。

要说明的是，之所以取９０≤狀≤１１０，是因为在该范

围内，方程（６）式左边数值的相对值在０．１％以下。

４　结论

本文用变分法研究了对偶ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型

的大量子数涡旋解析解，并给出了涡旋量子数在狀

＝９０—１１０范围时的近似涡旋解析解；我们的计算

表明，在狀＝９０—１１０范围内，狀重涡旋解趋于墙涡

旋的Ｂｏｌｏｇｎｅｓｉ猜想成立。同时还给出了对涡旋张

力σ对狀的具体依赖性。该依赖性大致呈简单的线

性增长关系，因而每个涡旋所具有的涡旋张力近似

为常数。这与对偶超导图像原始猜想相一致［３，４］。
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［１２］ＩｃｈｉｅＨ，ＳｕｇａｎｕｍａＨ．ＰｈｙｓＲｅｖ，１９９９，Ｄ６０：７７５０１．

［１３］ＪｉａＤｕｏｊｉｅ，ＡｉＤｅｚｈｅｎ．ＣｈｉｎＰｈｙｓ，２００７，Ｃ３１（５）：６４．
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（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

（黄克孙．夸克、轻子与规范场．北京：北京师范大学出版社，

１９８８，７１—８０．）
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