
　　文章编号：１００７－４６２７（２００９）０２－０２３１－０７

用推广的等效两体方法求解类氦离子三体问题
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摘　要：介绍了求解三体问题的等效两体方法，将等效两体方法推广到原子系统，利用该方法求解

类氦离子的基态，与一般的单参数变分法相比得到了与实验值符合得更好的结果，进而利用双参数

变分法对所得结果进行了检验。结果表明，等效两体方法同样适用于求解原子系统中的三体问题。
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１　引言

等效两体方法是由Ｆｅｓｈｂａｃｈ和Ｒｕｂｉｎｏｗ提出

的，最初的目的在于解决原子核物理中的近似计算

问题，尤其是对核的三体问题。等效两体方法能够

简单而有效地得到与实验值符合较好的结果［１］。在

此基础上，ＡｂｏｕＨａｄｉｄ和 Ｈｉｇｇｉｎｓ又对等效两体

方法作了改进，推广到一个两体质量相同的三体系

统［２］。任中洲教授用该方法研究Ｅｆｉｍｏｖ效应，发

现存在弱束缚的０＋激发态
［３］。既然等效两体方法

在求解原子核系统时很有效，那么，能否用于求解

除了原子核系统之外的其它量子力学三体系统呢？

本文中，我们尝试将等效两体方法推广到原子

系统，用它来求解类氦离子问题。将看到，相比于

简单的单参数变分法，等效两体方法得到的结果与

实验值的符合程度要好得多，而计算上并不复杂。

最后用双参数变分法对结果进行检验，相比而言，

等效两体方法通过简单的步骤就能够得到完全相同

的结果，从中更能体现出等效两体方法的优越性。

２　推广等效两体方法求解类氦离子

２．１　等效两体方法

对于三体问题，３个粒子分别标记为１，２和３，

选择三角形坐标系，狉１，狉２和狉３分别为粒子１—２，

１—３和２—３之间的距离。假设质心运动可以忽略，

并且只考虑球对称中心势，且三体质量均为犿，则

由变分原理，有如下的变分方程［１］：
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∞
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－
犿


２犈ψ ｝２ 。

等效两体方法对波函数及自变量作如下假定［１］：

Ψ＝Φ（犚），

犚≡
１

２
（狉１＋狉２＋狉３），

犚２ ≡狉２，犚３ ≡狉３，

此时波函数只与变换后的自变量犚有关。对自变量

犚２和犚３积分，再由ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程，可以得到
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犿
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犿


２犞ｅｆｆΦ＝０，（１）

其中

犞ｅｆｆ＝
８

犚５∫
犚

０
ｄ犚３∫

犚

犚－犚３

犱犚２（２犚－犚２－犚３）×

犚２犚３［犞１（狉１）＋犞２（狉２）＋犞３（狉３）］。

作为一种推广，假设三体系统中，粒子２和３为等

质量全同粒子，而与粒子１质量不等。为简单起见，

假定３个粒子均无自旋，因此波函数不包含自旋部

分。记３个粒子质量为犕１，犕２和犕２，此时变分方

程［２，３］为
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犞（狉３）］Ψ
２
－犈Ψ ｝２ ，

其中
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狉２犻 ＋狉

２
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２
犽
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。

　　类似于前面的假定，有
［２，３］

Ψ＝Φ（犚），

犚（η）≡
１

２
（狉１＋狉２＋η狉３），

犚２ ≡狉２，犚３（η）≡
１

２
（１＋η）狉３， （２）

引入了一个参数η。当η＝１时，即回到前面的情

况。在文献［２，３］所解决的具体问题中，η的取值范

围为η≥０。

经与前面相同的步骤，可得到等效两体方程：

１

犚５


犚
犚５
Φ
（ ）犚 －

１

犇
犞ｅｆｆ－

８＋５η＋η
２

１５（１＋η）
３［ ］犈 Φ＝０，

（３）

其中犇的一般表达式为

犇≡
１

６０（１＋η）
３
｛［２μ＋（μ＋μ′）η

２］×

　 （８＋５η＋η
２）＋η（５＋η）（３μ＋μ′）｝

≡
犇′

６０（１＋η）
３
，　　 （４）

μ＝

２（犕１＋犕２）

２犕１犕２
，μ′＝


２（犕１－犕２）

２犕１犕２
。

而“等效势能”犞ｅｆｆ的表达式为

犞ｅｆｆ＝
１

犚５∫
犚

０
ｄ犚３∫

犚－β犚３

犚－犚３

ｄ犚２×　　　　

（２犚－犚２－ν犚３）犚２犚３×

［犝（狉１）＋犝（狉２）＋犞（狉３）］， （５）

其中

β＝
η－１

η＋１
，ν＝

２η
η＋１

＝１＋β。

２．２　η取值范围的确定

然而，我们也注意到，在文献［２，３］推导等效

两体方法的过程中，并没有指明一般情况下η的取

值范围。下面我们证明在一般情况下取值范围为

η＞－１。

考虑前面推导时所用到的积分变换：

∫
$

０
ｄ狉１∫

$

０
ｄ狉２∫

狉
１＋狉２

狉
１－狉２

ｄ狉３∫
$

０
ｄ犚∫

犚

０
ｄ犚３∫

犚－β犚３

犚－犚３

ｄ犚２

为了使该变换成立，分析坐标变换关系犚（η）≡

１

２
（狉１＋狉２＋η狉３）可知，由于在狉１和狉２取定时，狉３的

取值范围是｜狉１－狉２｜到狉１＋狉２，为了保证变换之

后犚的取值范围为［０，∞），只需要η＞－１即可，

并不需要η≥０。

在η＞－１的条件下，由三角形各边长所满足

的关系，在犚 取定时，有０≤狉３≤狉１＋狉２，由于

犚３（η）≡
１

２
（１＋η）狉３，η＋１＞０，故

０≤犚３，狉３＋η狉３≤狉１＋狉２＋η狉３０≤犚３≤犚，

同样，在犚和犚３取定时，有

狉２ ≤狉１＋狉３２狉２ ≤狉１＋狉２＋η狉３＋（１－η）狉３犚２ ≤犚－β犚３，

狉１ ≤狉２＋狉３狉１＋狉２＋η狉３－（１＋η）狉３ ≤２狉２犚－犚３ ≤犚２，
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因此，在η＞－１的条件下，变换

∫
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狉
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狉
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犚

０
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犚－犚３

ｄ犚２

仍然成立，其中β＝（η－１）／（η＋１），η＞－１同时保证了β有意义。证毕。

２．３　类氦离子问题的求解

把等效两体方程（３）应用到类氦离子问题。令Φ（犚）＝
犉（犚）

犚５
／２
，代入（３）式得到

ｄ２犉

ｄ犚２
＋ ４（８＋５η＋η

２）

犇′
犈－

犞ｅｆｆ
犇
－

３

２

３

２
＋（ ）１
犚

熿

燀

燄

燅
２

犉＝０， （６）

对于类氦离子，记

ε＝ μ

２／２犿ｅ

＝
犕＋犿ｅ
犕

＝１＋
犿ｅ
犕
，μ′ε′＝

μ′


２／２犿ｅ

＝
犕－犿ｅ
犕

＝１－
犿ｅ
犕
，

犕 为核的质量，代入（４）式，有

犇＝

２

２犿ｅ

（ε＋η
２）（８＋５η＋η

２）＋η（５＋η）（ε＋１）

３０（１＋η）
３

，

考虑原子核与核外电子间、两个电子间只有理想的库仑相互作用的情况，即犝（狉犻）＝ －犣犲
２／狉犻（犻＝１，

２），犞 （狉３）＝犲
２／狉３，代入（５）式，并根据（２）式，经过简单计算可以得到

犞ｅｆｆ１＝－（１－β）
１

３
－
１

４
ν－
１＋β（ ）［ ］２

犣犲２
１

犚
，

犞ｅｆｆ３＝（１－β）
１＋η
２

１

２
－
ν
３
＋
ν（１＋β）

８
－
１＋β＋β

２

［ ］１２
犲２
１

犚
，

犞ｅｆｆ＝２犞ｅｆｆ１＋犞ｅｆｆ３＝（１－β）
犲２

犚
－犣（

２

３
－
ν
４
）＋
１＋η
２

１

２
－
ν
３
＋
ν
２

８
－
１＋β＋β

２

（ ）［ ］１２
，

于是得到

ｄ２犉

ｄ犚２
＋
２犿ｅ


２ 犈′＋

犣′犲２（ ）犚
－
犾（犾＋１）

犚［ ］２ 犉＝０，犾＝
３

２
， （７）

犈′＝
２（８＋５η＋η

２）
（ε＋η

２）（８＋５η＋η
２）＋η（５＋η）（ε＋１）

犈，

犣′＝（１－β）
３０（１＋η）

３

（ε＋η
２）（８＋５η＋η

２）＋η（５＋η）（ε＋１）
×

犣
２

３
－
ν（ ）４ －

１＋η
２

１

２
－
ν
３
＋
ν
２

８
－
１＋β＋β

２

（ ）［ ］１２
。

方程（７）与核电荷数为犣′的类氢离子满足的方程形式上完全相同，只是角动量量子数犾固定为３／２。因此，

沿用类氢离子的结果，可以解得

犈′＝－
犿ｅ犲

４

２
２

犣′２

（狀狉＋３／２＋１）
２
， （８）

犈＝－
犿ｅ犲

４

２
２

１
（狀狉＋３／２＋１）

２犳（η），

犳（η）＝
３０（１－β）（１＋η）

３ 犣
２

３
－
ν（ ）４ －

１＋η
２

１

２
－
ν
３
＋
ν
２

８
－
１＋β＋β

２

（ ）［ ］｛ ｝１２

２

２（８＋５η＋η
２）（ε＋η

２）（８＋５η＋η
２）＋η（５＋η）（ε＋１［ ］）

。
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作出犳（η）随η的变化曲线，取氦原子犣＝２，ε＝１

＋０．５１１／（４．００２６０３×９３１．５）＝１．０００１３７。结果见

图１。由于犈和犳（η）符号相反，因此，在犳（η）取最

大值时，能量犈取最小值。

同样地，在各种类氦离子的条件下作相同的计

算，找到犳（η）的极值。对于基态狀狉＝０，把求得的

能量极值作为基态能量，与单参数变分法以及实验

值作比较。结果见表１。表１的实验数据来自文献

［４］。

图１ 犳（η）随η的变化曲线

表１　 等效两体方法基态能量与单参数变分法以及实验值对比

类氦离子 犣 核质量犕／ｕ 实验值／ｅＶ 单参数变分法／ｅＶ 最佳η值 等效两体方法／ｅＶ

Ｈｅ ２ ４．００２６０３ －７９．０１０ －７７．４７４ －０．１３７１ －７８．６１５

Ｌｉ＋ ３ ７．０１６００４ －１９８．０８７ －１９６．５１３ －０．０９２３ －１９７．７１４

Ｂｅ＋＋ ４ ９．０１２１８３ －３７１．５７４ －３６９．９７０ －０．０６９６ －３７１．２００

Ｂ＋＋＋ ５ １１．００９３０５ －５９９．４９５ －５９７．８４６ －０．０５５８ －５９９．０９４

Ｃ４＋ ６ １２．００００００ －８８１．８７６ －８８０．１３９ －０．０４６６ －８８１．３９９

Ｎ５＋ ７ １４．００３０７４ －１２１８．７０９ －１２１６．８５６ －０．０４００ －１２１８．１２４

Ｏ６＋ ８ １５．９９４９１５ －１６１０．０１６ －１６０７．９９２ －０．０３５０ －１６０９．２６６

　　其中，单参数变分法求得的基态能量犈＝－μ
犲４


２ 犣－

５（ ）１６
２

，μ＝
犕犿ｅ
犕＋犿ｅ

为约化质量，犕 为核的质量
［５］。

２．４　基态波函数的求解

以下仅对氦原子进行求解。其余类氦离子求解方法基本相同。对氦原子，将犣＝２，ε＝１．０００１３７以及

最佳的η＝－０．１３７１代入方程（７），可以得到

ｄ２犉

ｄ犚２
＋
２犿ｅ


２ ２．３８９２２４犈＋９．２８９０５１

犲２（ ）［ 犚
－
３／２（３／２＋１）

犚 ］２ 犉＝０，

该方程的解

犉（犚）∝狉
犾＋１ｅ－β狉犉（－狀狉，２犾＋２，２β狉），

狉＝犚／犪′，犪′＝犪／犣′＝
２／犿ｅ犣′犲

２，犣′＝９．２８９０５１，

狀狉＝０，１，２，…，β＝
１

狀狉＋犾＋１
，

其中，犪为玻尔半径，狉是无量纲的变量，犉（α，γ，ξ）为合流超几何级数。

对于基态，α＝－狀狉＝０，犉（α，γ，ξ）＝１，且犾＝３／２，代入上式，将｜犉（犚）｜
２归一化，得到

犉（犚）＝犓
犚５

／２

犪′３
ｅｘｐ －

犚
（狀狉＋犾＋１）［ ］犪′ ，

其中，犓 是一个无量纲的归一化系数。

由于Φ（犚）＝
犉（犚）

犚５
／２
，同时注意犚（η）≡

１

２
（狉１＋狉２＋η狉３），η＝－０．１３７１，故基态波函数

Φ（犚）＝犓
犣′３

犪３
ｅｘｐ－

２犣′犚
５（ ）犪

＝犓
９．２８９０５１３

犪３
ｅｘｐ－

２×９．２８９０５１犚
５（ ）犪

　　　

＝
犓′

犪３
ｅｘｐ－

２×９．２８９０５１犚
５（ ）犪

＝
犓′

犪３
ｅｘｐ －

１．８５７８１０２（狉１＋狉２－０．１３７１狉３）［ ］犪
，
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最终结果是

Φ（犚）＝
犓′

犪３
ｅｘｐ －

１．８５７８１０２（狉１＋狉２）［ ］犪
ｅｘｐ

０．２５４７０５８狉３（ ）犪
。 （９）

３　用变分法对结果进行检验

３．１　双参数变分法

考虑到等效两体方法的结果见公式（９），取类氦离子基态的试探波函数为

Φ（狉１，狉２，狉１２，λ，犽）＝犖ｅｘｐ［－λ（狉１＋狉２）＋犽狉１２］＝犖Φ１（狉１）Φ２（狉２）Φ３（狉１２）， （１０）

其中，λ和犽为引入的两个变分参数，犖 为归一化系数，狉１２≡狉３即两个电子之间的距离。

由变分原理，计算体系的能量在该试探波函数下的平均值。为简单起见，采用原子单位。考虑到

－
１

２
!

２
１－
λ
狉（ ）
１
Φ＝ －

１

２

２
１Φ［ ］１ Φ２Φ３＋ －（ ）１２ （２１Φ１·１Φ３）Φ２＋

Φ１Φ２ －
１

２

２
１Φ［ ］３ －λ狉１Φ＝－

λ
２

２
Φ＋λ犽

狉１·狉１２
狉１狉１２

Φ－
犽２

２
Φ－

犽
狉１２
Φ，

Φ
 －

１

２

２
１－
λ
狉（ ）
１
Φｄτ１ｄτ２＝Φ

 －
λ
２

２
＋λ犽

狉１·狉１２
狉１狉１２

－
犽２

２
－
犽
狉（ ）
１２
Φｄτ１ｄτ２

＝－
λ
２

２
－
犽２

２
＋λ犽

狉１·狉１２
狉１狉１２

Φ
２ｄτ１ｄτ２－犽

Φ
２

狉１２
ｄτ１ｄτ２，

设 犕１＝
Φ
２

狉１２
ｄτ１ｄτ２，犕２＝

Φ
２

狉１
ｄτ１ｄτ２＝

Φ
２

狉２
ｄτ１ｄτ２，

犕３＝
狉１·狉１２
狉１狉１２

Φ
２ｄτ１ｄτ２＝

狉２·狉２１
狉２狉２１

Φ
２ｄτ１ｄτ２，

其中利用了狉１和狉２的对称性。

综合上面的结果，计算系统的能量在试探波函数下的平均值，有

犎
－

＝Φ
 －

１

２

２
１－
犣
狉１
－
１

２

２
２－
犣
狉２
＋
１

狉（ ）
１２
Φｄτ１ｄτ２

＝Φ
 －

１

２

２
１－
λ
狉（ ）
１
＋ －

１

２

２
２－
λ
狉（ ）
２
－
犣－λ
狉１

犣－λ
狉２

＋
１

狉［ ］
１２
Φｄτ１ｄτ２

＝－λ
２
－犽

２
＋２λ犽犕３－２犽犕１－２（犣－λ）犕２＋犕１。

经过计算，有

犕１＝犖
２


ｅｘｐ［－２λ（狉１＋狉２）＋２犽狉１２］

狉１２
ｄτ１犱τ２　　　　　　　　　　　　　　　

　＝犖
２
π
２ λ
（λ－犽）

４（λ＋犽）
２－

１

４λ（λ－犽）
２（λ＋犽）

２－
１

８λ
３（λ－犽）（λ＋犽［ ］） ，

犕２＝犖
２


ｅｘｐ［－２λ（狉１＋狉２）＋２犽狉１２］

狉１
ｄτ１犱τ２

　＝犖
２
π
２ λ＋２犽
（λ－犽）

４（λ＋犽）
２－

犽

４λ
２（λ－犽）

２（λ＋犽）［ ］２ ，

犕３＝犖
２

ｅｘｐ［－２λ（狉１＋狉２）＋２犽狉１２］
狉１·狉１２
狉１狉１２

ｄτ１犱τ２

　＝犖
２
π
２ λ（５犽－λ）
（λ－犽）

５（λ＋犽）
３＋

１

８λ
２（λ－犽）

２（λ＋犽）
２＋

３

２（λ－犽）
３（λ＋犽）［ ］３ ，
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而由归一化条件Φ
２ｄτ１ｄτ２，可以得到

１

犖２
＝π

２ λ（λ＋３犽）
（λ－犽）

５（λ＋犽）
３－

犽

２λ（λ－犽）
３（λ＋犽）

３－
犽

８λ
３（λ－犽）

２（λ＋犽）［ ］２ 。

３．２　数值求解

将上面的各个积分代入能量平均值的表达式，补上原子单位，并且采用约化质量代替电子质量。经过

数值计算，求出令基态能量平均值取最小值的λ和犽，结果见表２（实验数据来自文献［４］）。

表２　 双参数变分法基态能量与等效两体方法以及实验值对比

类氦离子 实验值／ｅＶ 等效两体方法／ｅＶ 最佳λ值 最佳犽值 双参数变分法／ｅＶ

Ｈｅ －７９．０１０ －７８．６１５ １．８５８１ ０．２５４８ －７８．６１６

Ｌｉ＋ －１９８．０８７ －１９７．７１４ ２．８６００ ０．２６４１ －１９７．７１５

Ｂｅ＋＋ －３７１．５７４ －３７１．２００ ３．８６０９ ０．２６８７ －３７１．２０１

Ｂ＋＋＋ －５９９．４９５ －５９９．０９４ ４．８６１５ ０．２７１４ －５９９．０９５

Ｃ４＋ －８８１．８７６ －８８１．３９９ ５．８６１９ ０．２７３２ －８８１．４００

Ｎ５＋ －１２１８．７０９ －１２１８．１２４ ６．８６２１ ０．２７４４ －１２１８．１２５

Ｏ６＋ －１６１０．０１６ －１６０９．２６６ ７．８６２３ ０．２７５４ －１６０９．２６７

将最佳的λ与犽值代入（１０）式，补上原子单位，得到氦原子基态波函数

Φ（狉１，狉２，狉１２）＝犖ｅｘｐ
－１．８５８０８８２（狉１＋狉２）＋０．２５４７４６０狉３［ ］犪′

＝犖ｅｘｐ
－１．８５８０８８２（狉１，狉２）［ ］犪

＝ｅｘｐ
０．２５４７１１１狉３（ ）犪

，

与（９）式的结果符合得很好。

４　结论

本文介绍了求解三体问题的等效两体方法，在

已经成功应用于原子核系统的基础上，将等效两体

方法推广到原子系统，证明了η的取值范围为η ＞

－１。在这个推广了的条件下，将等效两体方法用于

求解类氦离子的基态，所得结果与一般的单参数变

分法相比，与实验值符合得更好。我们注意到，在

推广等效两体方法时，为简单起见，假设了一个３

个粒子均无自旋的系统，并且相互作用势中也不包

含与自旋有关的部分，而实际应用到原子系统时，

电子是有１／２自旋的。然而，考虑到单参数变分法

在忽略电子自旋的条件下就得到了很好的结果，我

们同样在采用等效两体方法进行计算时不计入电子

自旋的影响，计算结果也表明这种近似是合理的。

同时，在等效两体方法求得的基态波函数的启

发下，本文尝试了双参数变分法来求解类氦离子，

用于检验等效两体方法的准确性。计算结果表明，

在考虑了约化质量所带来的修正之后，忽略数值计

算可能引入的误差，可以得到和等效两体方法基本

上完全相同的结果。从计算过程可以看出，双参数

变分法相比等效两体方法，计算上要复杂一些。

另外还注意到，等效两体方法不仅仅可以求解

基态能量，同样也可以求解激发态。这一点从上面

求解类氦离子的结果可以明显地看出来。在犈的表

达式中，取狀狉＝０，得到基态；取狀狉＝１，２，…，得到

激发态。至于求得的激发态能量实际上对应于哪一

个０＋激发态，则需要通过与实验数据的比较才能

够确认。这些分析都表明，等效两体方法对于求解

原子系统中的三体问题是一个既简便、又有很好精

度的近似方法。
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