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双频激励下超晶格系统的混沌行为


张　梅，邵明珠，罗诗裕＃

（东莞理工学院，广东东莞　５２３１０６）

摘　要：假设超晶格“折沟道”对粒子的作用等效为形状相似的周期调制；引入正弦平方势，在小振
幅近似下，把粒子运动方程化为具有双频激励的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程。用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法分析了系统的混沌
行为。结果表明，当外场为双频激励时，系统将存在不同的次谐和超次谐分叉序列。由于系统的混

沌行为与系统参数有关，于是，只需控制材料组分、或掺杂浓度，就可望达到避免或控制混沌的目

的，为半导体超晶格的制备及其光磁电效应提供了理论分析。
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１　引言
所谓超晶格就是将两种晶格常数不同的材料交

替生长而形成的多层薄膜结构。正是由于超晶格的

特殊几何结构，引起了人们对它的密切关注。如果

选择ＧａＰ作基片，沿［１００］方向生长等厚的 ＧａＰ和
ＧａＡｓｘＰ１－ｘ薄层，由于在生长方向上晶格失配，沿生
长方向的各层将交替产生伸长和压缩形变，导致

（１１０）平面沟道偏折，使直沟道变成了锯齿状的“折
沟道”，从而改变了半导体材料的能带特征，进而

改变了半导体材料的光磁电性质。值得注意的是，

这种沟道的特点是在界面处沟道平面连续，一阶导

数不存在。由于超晶格具有特殊的层状结构，可望

用它把沟道辐射改造为Ｘ激光或γ激光［１—３］，开辟

超晶格材料应用的新领域。由于超晶格材料的组分

和层厚等均可以人为控制，可望得到均匀半导体材

料所不具有的光电特征。

　　值得注意的是，粒子在（１１０）面沟道中运动时，
由于不断受到“折沟道”对它的作用，它的横向动量

在界面处发生突变，其效果等效于在直沟道中运动

的粒子受到如“折沟道”相似的相互作用势的调制。

文献［４—６］对超晶格的位错动力学和粒子动力学
问题作过分析，本文进一步从一般运动方程出发，

把“折沟道”对粒子的作用等效为面沟道粒子受到

与“折沟道”形状类似的周期调制，利用我们曾经提

出的正弦平方势［７］，在小振幅近似下，把粒子运动

方程化为具有硬弹簧特性的 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，并用

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法分析了系统的混沌行为。结果表明，

如果外周期含有两种频率分量，则可能导致不同的

次谐和超次谐分叉序列。注意到系统的混沌行为与

系统参数有关，于是，只需控制材料组分、或掺杂

浓度，就可望达到避免或控制混沌的目的，为半导

体超晶格的制备及其光磁电效应提供理论分析。

２　运动方程

　　选择自然坐标。假设ｚ是粒子沿沟道中心线方

向的平衡轨道，ｘ是粒子偏离平衡轨道的横向距离，

并假设粒子在（ｘ，ｚ）平面内运动。注意到超晶格的

沟道不再是直沟道，而是呈锯齿状的折沟道，我们

假设粒子在折沟道中的运动行为可以等效为粒子在

直沟道中的运动，再加上一个由于折沟道引起的周

期势场的作用。考虑到运动阻尼，粒子运动方程可

表示为［４］

ｍ０γ
ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋２μ０

ｄｘ
ｄｔ＋

ｄＶ（ｘ）
ｄｘ ＝χｄＷ（ｚ）ｄｚ ， （１）

其中，χ是折沟道与等效势之间的比例因子，２μ０
（ｄｘ／ｄｔ）是由沟道粒子与沟道内部电子云相互作用
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产生的耗散项，２μ０是耗散（阻尼）系数，ｚ＝ｖｔ（ｖ是
粒子纵向运动速度），ｍ０是粒子静止质量，γ是相
对论因子，Ｖ（ｘ）是直沟道中的粒子晶体相互作用
势，Ｗ（ｚ）是与折沟道相似的周期势。对于薄层等厚
的超晶格，如果层厚为 ｌ，则 Ｗ（ｚ）是以２ｌ为周期
的锯齿形函数，且在一个超晶格周期（２ｌ）内，有

∫
２ｌ

０
Ｗ（ｚ）ｄｚ＝０。利用我们曾经提出的正弦平方

势［７］，可将Ｖ（ｘ）表示为［８］

Ｖ（ｘ）＝Ｋ１β１ｓｉｎ
２ πｘ( )ｄ ， （２）

其中，Ｋ１β１是势阱深度，β１是势参数，且

Ｋ１ ＝πＺ１Ｚ２ｅ
２Ｎｄ２ｐ，

而ｄ是相邻晶面间距，Ｚ１和Ｚ２是入射粒子和晶体的
原子序数，ｅ是电子电荷，Ｎ是晶体原子密度，Ｎｄ
是晶体原子面密度。

　　首先分析方程（１）的右端项。注意到 Ｗ（ｚ）是 ｚ
的周期函数，则Ｗ（ｚ）可展开为傅立叶级数：

Ｗ（ｚ）＝∑
∞

ｐ＝１
ｂｐｃｏｓ（ｐωｚ）， （３）

其中展开系数

ｂｐ ＝
２
ｌ∫

１／２

－１／２
Ｗ（τ）ｃｏｓ２πｐｚ( )ｌ ｄｚ， （４）

而

ω＝２πｖｌ
ｍ０γ
Ｋ１β槡 １

。 （５）

再注意到，对于薄层等厚的超晶格，沟道轴的方向

与 ｚ轴的关系呈锯齿状，我们假设调制函数 Ｗ（ｚ）
也具有相似形状，且可用函数表示为

Ｗ（ｚ）＝
ｋ ｌ
２( )＋ｚ，　　ｌ≤ｚ≤０

ｋ ｌ
２( )－ｚ，　　０≤ｚ≤{ ｌ

（６）

其中ｋ是斜率。将式（６）代入式（４），可将展开系数
具体表示为

ｂｐ ＝
４ｋｌ
（ｐπ）２

，　　ｐ为奇数

　　０，　　ｐ
{

为偶数

（７）

将式（３）代入方程（１）右边，并考虑到式（７），则方
程（１）右端完全确定。
　　再分析方程（１）左端第２项（阻尼项）。考虑到
沟道粒子同晶体原子周围的电子云相互作用而损失

能量，单位长度上的能损为２μ０（ｄｘ／ｄｔ），其中μ０由
文献［９］给出，且可具体表示为

μ０ ＝
２πＬｒｅｒｐｊＺ

２
２

ｅγ２Ａβ
ｃ
ｖ( )

３

， （８）

Ａ是靶原子量，而

ｒｅ＝
ｅ２

４πε０ｍｅｃ
２，　ｒｐ ＝

ｅ２

４πε０ｍｐｃ
２

ｊ＝Ｚｉｅｎｅβｃ，　Ｌｌｎ
λＤ（ｖ／ｃ）

２

２Ｚ２ｒ
( ) }

ｅ

（９）

ｒｅ和ｒｐ分别是经典电子半径和质子半径，ｎｅ是晶体

的电子云密度，ｊ是粒子流密度，ｖ是粒子和电子

之间的相对热速度，λＤ是 Ｄｅｂｙｅ屏蔽距离，β是无
量纲的粒子速度，ｃ是光速。
　　将式（２），（３），（６）和（８）代入方程（１），并令

ξ１ ＝
２πｘ
ｄｐ
，　τ＝δ１／２ｔ，　δ＝

２π２Ｋ１β１
ｍ０γｄ

２
ｐ
，（１０）

μ＝
μ０
δ１／２
，　Ω＝ｐωｖ

δ１／２
，　ｃｐ ＝

２πχｂｐｐω
ｍｄδ

，（１１）

可得

ｄ２ξ１
ｄτ２
＋ｓｉｎξ１ ＝－２μ

ｄξ１
ｄτ
－∑
ｐ＝１
ｃｐｓｉｎ（Ωτ）。（１２）

３　小振幅近似与系统的混沌行为

　　方程（１２）是一个具有外周期作用的摆方程，不
存在严格的解析解。注意到任何认识都是近似的，

没有近似就没有认识。我们引入小振幅近似，把粒

子运动方程化为具有双频激励的 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，并
用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法讨论这个系统的混沌行为。
　　将方程（１２）ｓｉｎξ１作泰勒展开，在小振幅近似
下，ｓｉｎξ１可用展开式中的前两项代替，且方程右边
求和号中起主要作用的也只有前面少数几项。为了

方便，又不失一般性，我们也只保留求和号中的前

两项。于是，方程（１２）可化为如下形式的 Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程：
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ｄ２ξ１
ｄτ２
＋ξ１ ＝－２μ

ｄξ１
ｄτ２
＋

αξ３１＋ｃ１ｃｏｓ（Ω１τ）＋ｃ２ｃｏｓ（２Ω１τ）， （１３）
其中

α＝１６，　ｃ１，２ ＝
２πχｂ１，２ω
ｍｄδ

，　

Ω１τ＝
π
２＋Ωτ， （１４）

令

ξ＝槡αξ１，　εγ＝２μ，　εｆ＝
ｃ１
槡α
≈
ｃ２
槡α
，（１５）

则方程（１３）可进一步化为具有双频激励的 Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程

ｄ２ξ
ｄτ２
＋ξ＝ξ３＋ε｛－γζ＋ｆ［ｓｉｎ（Ωτ）＋

ｓｉｎ（２Ωτ）］｝。 （１６）

方程（１６）的等价系统为

ξ
·

＝ζ，
ζ＝－ξ＋ξ３＋ε｛－γζ＋ｆ［ｓｉｎ（Ωτ）＋
ｓｉｎ（２Ωτ）］｝， （１７）

其中ζ＝ｄξ／ｄτ。当ε≠０时，两条异宿轨道的Ｍｅｌｎｉ
ｋｏｖ函数为

Ｍ（τ０）＝∫
∞

－∞
ζ０±（τ）｛－γζ

０
±（τ）＋

ｆ［ｓｉｎΩ（τ＋τ０）＋ｓｉｎ２Ω（τ＋τ０）］｝ｄτ
＝±ｆ［Ｉ１ｓｉｎ（Ωτ０）＋Ｉ２ｓｉｎ（２Ωτ０）］－γＩ３，（１８）

其中

Ｉ１ ＝槡２πΩｃｓｃｈ槡２２π( )Ω ，

Ｉ２ ＝ 槡２２πΩｃｓｃｈ槡２π( )Ω ，

Ｉ３ ＝ 槡２２
３ 。 （１９）

产生Ｓｍａｌｅ马蹄的混沌参数ｆ／γ的阈值为

Ｒ∝ ＝ 槡２２
３ｑ， （２０）

其中

ｑ＝ｍａｘＩ１ｓｉｎ（Ωτ０）＋Ｉ２ｓｉｎ（２Ωτ０） 。（２１）

对任意给出的一对互质的自然数ｍ和ｎ，存在唯一
的κ，使得

Ｔκ ＝４ １＋κ槡
２Ｋ（κ）＝２πｍΩｎ

， （２２）

其中Ｋ（κ）是全椭圆积分，κ是Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数的
模。

　　现在计算次谐轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，通过不太
复杂的计算，可得次谐轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数

Ｍｍ／ｎ ＝∫
ｍＴ

０
ζκ（τ）｛－γζκ（τ）＋　　　　　　　　

　δ［ｓｉｎΩ（τ＋τ０）＋ｓｉｎ２Ω（τ＋τ０）］｝
＝δＪ１（ｍ，ｎ）ｓｉｎ（Ωτ０）＋
　δＪ２（ｍ，ｎ）ｓｉｎ（２Ωτ０）－γＪ３（ｍ，ｎ），（２３）

其中

Ｊ１（ｍ，ｎ）＝

０，　当ｎ≠１或ｍ为偶数时

槡２２πΩｃｓｃｈ
ｍπＫ′（κ）
２Ｋ（κ( )） ，

　　当ｎ＝１或ｍ
{

为奇数时

（２４）

Ｊ２（ｍ，ｎ）＝

０，　当ｎ≠２或ｍ为偶数时

δ槡２πΩｃｓｃｈ
ｍπＫ′（κ）
２Ｋ（κ( )） ，

　　当ｎ＝２且ｍ
{

为奇数时

（２５ａ）

Ｊ３（ｍ，ｎ）＝

０，　　当ｎ≠２或ｍ为偶数时

槡２
３πω（１＋κ２）３／２

Ｊ１（ｍ，２）·

　［κ２－１）Ｋ（κ）＋（κ２＋１）Ｅ（κ）］·

　ｓｈｍπＫ′（κ）２Ｋ（κ）
，

　　　当ｎ＝２且ｍ















为奇数时

（２５ｂ）
Ｅ（κ）是第二类椭圆积分，Ｋ′（κ）＝Ｋ（κ′），而 κ′是
椭圆函数的补模。由式（２３）中 Ｊｉ（ｍ，ｎ）（其中 ｉ＝
１，２）的表达式可以看出，当参数ｆ／γ变化时，系统
式（１７）存在两列次谐分叉序列：
　　（１）第一列是 ｎ＝１，ｍ为奇数的次谐分叉序
列，即ｍ／１＝１，３，５……。由式（２４）和（２５ａ）可导
出产生此列次谐分叉轨道的参数ｆ／γ阈值为

Ｒｍ１（Ω）＝
Ｊ２（ｍ，１）
Ｊ１（ｍ，１）

　　　　　　　　

＝ 槡２２
３πΩ（１＋κ２）３／２

［（κ２－１）Ｋ（κ）＋
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　（κ２＋１）Ｅ（κ）］ｓｈｍπＫ′（κ）２Ｋ（κ）
， （２６）

　　（２）第二列是ｎ＝２，ｍ为奇数的超次谐分叉序
列，即 ｍ／２＝１／２，３／２，５／２，…，由式（２４）式和
（２５ｂ）式可导出产生此列超次谐分叉轨道的参数ｆ／γ
阈值为

Ｒｍ２（Ω）＝
Ｊ３（ｍ，２）
Ｊ１（ｍ，２）

　　　　　　　　　　　

＝ 槡２
３πΩ（１＋κ２）３／２

［（κ２－１）Ｋ（κ）＋

　（κ２＋１）Ｅ（κ）］ｓｈｍπＫ′（κ）２Ｋ（κ）
， （２７）

对于任意固定的Ω，当ｍ→∞（即 κ→１）时，有

　　
Ｒｍ１（Ω）→

２
３πΩ
ｓｈ槡２πΩ２ ＝Ｒ′１（Ω），

Ｒｍ２（Ω）→
１
３πΩ 槡ｓｈ２πΩ＝Ｒ

′
１（Ω{ ），

（２８）

其中，Ｒ′１（Ω）和 Ｒ′２（Ω）分别对应于基频激励
ｓｉｎ（Ωτ）和倍频激励ｓｉｎ（２Ωτ）单独存在时，系统出
现的无限次分叉的参数ｆ／γ值。另外还可得到

Ｒ∞（Ω）＜Ｒ
′
１（Ω），　Ｒ∞（Ω）＜Ｒ

′
２（Ω）。（２９）

上式表明，完成单列无限次分叉的参数值 ｆ／γ比产
生Ｓｍａｌｅ马蹄变换意义下的混沌阈值大。
　　进一步利用Ｋ（κ）和Ｅ（κ）在κ→１时的级数展
开，可估计出对于固定的Ω，当κ充分接近于１（即
ｍ充分大）时，有

Ｒｍ１（Ω）＜Ｒ
′
１（Ω），　Ｒ

ｍ
２（Ω）＜Ｒ

′
２（Ω）。（３０）

另一方面，对于固定ｍ，当κ→０（即Ω→ｍ）时，利
用Ｋ（κ）和 Ｅ（κ）在 κ→０的级数展开式，也可以估
计出，

Ｒｍ１（Ω）→０，　ｍ＝１ （３１）
Ｒｍ１（Ω）→∞，　ｍ＝３，５，７，…… （３２）

对于固定的ｍ／２，当κ→０，即Ω→ｍ／２时，也有

Ｒｍ２（Ω）→０，　ｍ＝１ （３３）
Ｒｍ２（Ω）→∞，　ｍ＝３，５，７，…… （３４）

　　综上所述，可以看出对于固定的 Ω，逐渐增大
参数ｆ／γ值，系统式（１７）就有可能经过有限次次谐
分叉和超次谐分叉而达到Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌

阈值。

４　结果和讨论

　　我们在经典物理框架内，把超晶格“折沟道”对
粒子的作用等效为面沟道粒子受到与“折沟道”形

状类似的周期调制，利用我们曾经提出的正弦平方

势［７］，在小振幅近似下，把粒子运动方程化为具有

双频激励的 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，并用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法分析
了系统的混沌行为。结果表明，如果外场含有两种

频率分量，则可能导致不同的次谐和超次谐分叉序

列。产生这两种分叉序列的阈值极限（ｍ→∞）是不
相同的。注意到，系统参数 ｆ，γ或 ｆ／γ与超晶格材
料的组分或掺杂物质、掺杂浓度有关，于是，我们

就可望通过控制材料组分、或掺杂物质及掺杂浓度

来调节这两个参数的比值，从而达到避免、控制或

调节混沌的目的。
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