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犛犽狔狉犿犲模型的３个非球对称双重子手征孤子


周小方

（漳州师范学院物理与电子信息工程系，福建 漳州３６３０００）

摘　要：简要介绍了Ｓｋｙｒｍｅ模型及其对重子的描述，给出了３个不同于Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ解的双重子

手征孤子解，并用 Ｗｉｔｔｅｎ的方法量子化这些孤子，得出双重子手征孤子质量谱，这些孤子的空间

对称性质不同，有相同的质量谱。
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１　引言

在大犖ＱＣＤ理论中，重子可以认为是一种孤

子，它与弱电耦合理论中的Ｐｏｌｙａｋｏｖｔ’Ｈｏｏｆｔ单极

子相似［１—３］。Ｓｋｙｒｍｅ模型是大犖ＱＣＤ理论的一种

近似［４—６］，在非微扰领域内，该模型能有效地描述

低能强相互作用。在Ｓｋｙｒｍｅ模型中存在孤子，孤

子可以量子化为费米子和玻色子［７］，这种孤子就是

通常的重子，而通常的核子则是孤子的基态。在

犛犝（３）自发破缺为犛犗（３）的情况下，Ｓｋｙｒｍｅ模型

亦存 在 色 流 管，夸 克 是 禁 闭 的［７，８］。１９８４ 年，

Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ等
［９］提出了Ｓｋｙｒｍｅ模型双重子手征

孤子解；１９８５年，Ｊａｆｆｅ等
［１０］采用 Ｗｉｔｔｅｎ的方法

［１１］

将该孤子量子化，得出双重子质量谱。尽管多重子

孤子（犅≥２）解陆续被提出，近年来对扩展Ｓｋｙｒｍｅ

模型孤子解的研究也取得一些进展［１２—１５］，但仍有

必要对Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ的双重子手征孤子进行细致

的研究。本文将简要介绍Ｓｋｙｒｍｅ模型，然后给出

另外３个非球对称双重子手征孤子解，量子化这些

孤子，计算它们的质量，并讨论它们的对称性质。

２　犛犽狔狉犿犲模型

　　只考虑３种味夸克ｕ，ｄ和ｓ时，手征ＱＣＤ理

论是犛犝（３）Ｌ×犛犝（３）Ｒ自发破缺为对角犛犝（３）Ｖ 的

理论，与破缺生成元相对应，存在Ｇｏｌｄｓｔｏｎｅ玻色

场犝（狓），犝（狓）∈犛犝（３）。把犝（狓）参数化为

犝（狓）＝ｅｘｐ
２ｉ

犉（ ）
π
λαπα（狓｛ ｝） ， （１）

其中，λα（α＝１，２，…，８）是 ＧｅｌｌＭａｎｎ生成元，

πα（狓）是８个Ｇｏｌｄｓｔｏｎｅ介子场，犉π≈１９０ＭｅＶ 是

π介子的衰变常数。Ｓｋｙｒｍｅ模型
［５，６］是描述Ｇｏｌｄ

ｓｔｏｎｅ玻色场的有效理论，其作用量为

犐＝∫ｄ
４狓
犉２π
１６
Ｔｒ（犚μ犚

μ）｛ ＋　　　　　　　　　　

１

３２犲２
Ｔｒ［犚μ，犚

ν］［犚ν，犚μ ｝］＋犖Γ（犝）， （２）

其中犚μ＝犝
－１（μ犝）是右手征流。（２）式第１项就

是非线性σ模型的作用量，第２项是由Ｓｋｙｒｍｅ首

先提出的孤子稳定项［５，６］，犲是无量纲常数，第３项

由 Ｗｉｔｔｅｎ首先引入
［４］，是描述反常效应的 Ｗｅｓｓ

Ｚｕｍｉｎｏ项
［１６］，

Γ（犝）＝∫犇
犠犻犼犽犾犿ｄΣ

犻犼犽犾犿 ， （３）

犠犻犼犽犾犿 ＝
－１

２４０π
２Ｔｒ［犚犻犚犼犚犽犚犾犚犿］， （４）

犇 是犛犝（３）流形上的一个五维盘，犝（狓）把四维时

空映射成犇 的边缘，ｄΣ
犻犼犽犾犿是五维盘的面积元（其

中，犻，犼，犽，犾和犿 分别为五维空间的坐标分量），

犖 是夸克的色数。（３）式具有手征、电荷共轭和宇

称对称性，其对称性质与手征ＱＣＤ理论相同。

　　对有限能量位形犝（狓），它必须满足边界条件：

当 （狓，狋）→∞时，犝（狓，狋）→１。时间狋一定时，由于
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｜狓｜→∞，犝（狓，狋）→１，因此空间 ｛狓｝可紧致化为

犛３。这样犝（狓，狋）就定义了由犛３到犛犝（３）流形的同

伦映射，可用环绕数犠（犝）来表征拓扑非平庸位形

犝（狓）：

犠（犝）＝∫
ε犻犼犽ｄ

３狓

２４π
２ Ｔｒ（犚犻犚犼犚犽）。 （５）

因为π３（犛犝（３））＝犣（τ３ 为犛犝（３）流形的犛
３ 同伦

群），所以犠（犝）＝整数。因为犝（狓，狋）是连续的，

当狋平滑变化时，得到一簇由犛３到犛犝（３）流形的

映射，它们属于π３（犛犝（３））的同一同伦类，具有相

同的环绕数，所以犠（犝）是与时间无关的拓扑守恒

量。

　　Ｓｋｙｒｍｅ模型存在有限能量的孤子，孤子带有

一个守恒的环绕数，它不会衰变，由于有Ｓｋｙｒｍｅ

稳定项，它亦不会收缩。１９８３年，Ｗｉｔｔｅｎ引入

ＷｅｓｓＺｕｍｉｎｏ项
［４］，采用流代数的方法得出重子数

流犅μ 和重子数犅（犝）：

犅μ ＝
εμ
ναβ

２４π
２Ｔｒ（犚ν犚α犚β），

犅（犝）＝∫ｄ
３狓犅０ ＝犠（犝）， （６）

因此Ｓｋｙｒｍｅ模型中的孤子可以解释为重子，孤子

所带的拓扑守恒量就是重子数。当重子数为偶数

时，孤子可量子化为玻色子；当重子数为奇数时，

孤子可量子化为费米子［７］。

３　双重子手征孤子解

　　设λα（α＝１，２，…，８）是ＧｅｌｌＭａｎｎ生成元，令

犵１＝｛λ７，－λ５，λ２｝，犵２＝｛λ６，λ５，λ１｝，犵３＝｛λ７，

－λ４，λ１｝，犵４＝｛λ６，－λ４，λ２｝，它们是犛犝（３）李

代数的４个子代数，记犵＝｛Λ１，Λ２，Λ３｝是以上４

个子代数中的一个，容易验证犵具有以下性质：

［Λ犻，Λ犼］＝ｉε犻犼犽Λ犽， （７）

Ｔｒ（Λ犻Λ犼）＝２δ犻犼， （８）

Ｔｒ（Λ犻Λ犼Λ犽）＝ｉε犻犼犽， （９）

（狓·Λ）Λ犻（狓·Λ）＝狓犻（狓·Λ）。 （１０）

由（１０）式可知，（狓·Λ／狉）
３＝（狓·Λ／狉），即 （狓·Λ／

狉）是素幂等元，由（８）式得Ｔｒ［（狓·Λ／狉）
２－（２／３）］

＝０，所以可用无迹、厄米的矩阵［（狓·Λ／狉）
２－（２／

３）］和 （狓·Λ／狉）来构造犛犝（３）的静态位形犝２（狓）：

犝２（狓）＝ｅｘｐｉ
狓·Λ
狉
犉（狉）＋ｉ

狓·Λ（ ）狉

２

－［ ］２３ 犌（狉｛ ｝）

＝ｅ
－ｉ（２／３）犌

＋ｉｅ
ｉ（１／３）犌狓·Λ

狉
ｓｉｎ犉＋

　 ｅ
ｉ（１／３）犌ｃｏｓ犉－ｅ

－ｉ（２／３）（ ）犌 狓·Λ（ ）狉

２

。 （１１）

有限能量要求犝２（∞）＝１，因此必须有边界条件

犉（∞）＝０和犌（∞）＝０；犝２（狓）在狉＝０处连续要求

有边界条件犉（０）＝π和犌（０）＝π。由（６）式得位形

犝２（狓）的重子数为

犅（犝２）＝
２

π
［犉（０）－犉（∞）］＝２， （１２）

因此静态位形犝２（狓）是双重子手征孤子。

　　决定双重子孤子空间对称性的角动量算符
［９］为

犑犻＝－ｉ（狓×）犻＋Σ犻， （１３）

这里Σ犻是自旋角动量算符，Σ犻是犛犗（３）的李代数

元，即（Σ１，Σ２，Σ３）＝ （λ７，－λ５，λ２）。定义犑犻对场

的作用为

犑犻犝（狓）＝－ｉ（狓×）犻犝（狓）＋［Σ犻，犝（狓）］，

（１４）

由犵１ 子代数构成的双重子孤子有犑犻犝２＝０（犻＝１，

２，３），所以此孤子具有球对称，它由Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ

等［９］首先提出。由犵２子代数构成的双重子孤子有

犑犻犝２≠０（犻＝１，２，３），此孤子为非轴对称；由犵３ 子

代数构成的双重子孤子有犑１犝２＝０，犑犻犝２≠０（犻＝

２，３），由犵４ 子代数构成的双重子孤子有犑３犝２≠０，

犑犻犝２≠０（犻＝１，２），这两个孤子是轴对称。

４　双重子手征孤子的量子化

　　根据 Ｗｉｔｔｅｎ
［１１］的方法，引入含时的犛犝（３）矩

阵犃（狋）作为系统的动力学变量，令

犝（狓）＝犃（狋）犝２（狓）犃
＋ （狋）， （１５）

则犝（狓）是与时间有关的双重子孤子。把犝（狓）代

入（３）式，得以犃（狋）为集体坐标的拉氏量 犔［犃，

犃


］：

犔＝－犕０－犕１Ｔｒ（犃
＋犃


犃＋犃


）＋

犕２Ｔｒ（犃
＋犃


Λ犻犃
＋犃


Λ犻）。 （１６）

设θα（狋）（α＝１，２，…，８）是表征犃（狋）的８个参量，

记：
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犃＋
犃

θα
＝ｉ犺αβ

λβ
２
， （１７）

则有

Ｔｒ（犃＋犃


犃＋犃


）＝－
１

２
θ

犜犺犺犜θ



， （１８）

Ｔｒ（犃＋犃


Λ犻犃
＋犃


Λ犻）＝
１

２
θ

犜犺犺犜θ



－θ

犜犺犙犺犜θ



。

（１９）

这里犺＝（犺αβ），θ

犜＝（θ



１，θ


２，…，θ


８），犙是把犺矩

阵投影到犛犗（３）子群的投影算符，

犙αβ ＝
１

４
Ｔｒ（λαΛ犻λβΛ犻）＋

１

２
δαβ

＝
δαβ，　　　λβ∈犵

０，　　　λβ
烅
烄

烆 犵
（２０）

犙２ ＝犙 ， （２１）

因此拉氏量可表示为

犔＝犕０＋
１

２犕
θ

犜犺犺犜θ



＋
１

２犿
θ

犜犺犙犺犜θ



，（２２）

其中犕０为孤子的静态能量（即孤子质量），犕 和犿

为具有质量量纲的量，它们分别可表示为

犕０ ＝
犉π
犲
（犐１＋犐２）， （２３）

犕 ＝
１５犲３犉π
π

１

犿１＋犿２
， （２４）

犿＝
１５犲３犉π
π

１

犿３＋犿４
， （２５）

其中犐１－２和犿１－４是无量纲量，可表示为

犐１ ＝２π∫
∞

０
ξ
２ 犌′

２

１２
＋
犉′２

４
＋
（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）

ξ
［ ］２ ｄξ，

（２６）

犐２ ＝２π∫
∞

０

　

　
［犌′２＋犉′

２］（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）｛ ＋

２犉′犌′ｓｉｎ犉ｓｉｎ犌＋

（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）
２
＋３ｓｉｎ

２犉ｓｉｎ２犌

ξ
｝２ ｄξ，

（２７）

犿１ ＝３∫
∞

０
ξ
２（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌＋２ｓｉｎ

２犉）ｄξ，　

（２８）

犿２ ＝∫
∞

０

｛（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）［４＋２８（１－　　　　

ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）＋２４ｓｉｎ
２犉］－２ｓｉｎ

２犉－２ｓｉｎ
２犌－

４ｓｉｎ２犉ｓｉｎ２犌＋３ξ
２犉′２（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌＋

８ｓｉｎ２犉）＋３ξ
２犌′２（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）＋

６ξ
２犉′犌′ｓｉｎ犉ｓｉｎ犌｝ｄξ， （２９）

犿３ ＝２∫
∞

０
ξ
２（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌－３ｓｉｎ

２犉）ｄξ，（３０）

犿４ ＝∫
∞

０

｛（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）［－６４＋１２（１－　　　　

ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）－２４ｓｉｎ
２犉］＋３２ｓｉｎ

２犉＋

３２ｓｉｎ２犌＋４ｓｉｎ
２犉ｓｉｎ２犌＋２ξ

２犉′２·

（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌－１２ｓｉｎ
２犉）＋２ξ

２犌′２·

（１－ｃｏｓ犉ｃｏｓ犌）＋４ξ
２犉′犌′ｓｉｎ犉ｓｉｎ犌｝ｄξ，

（３１）

ξ＝犲犉π狉是无量纲量。

　　θ的共轭动量犘＝犓θ


，其中犓 为

犓 ＝
１

犕
犺犺犜＋

１

犿
犺犙犺犜 ， （３２）

所以孤子的哈密顿量为

犎 ＝犘
犜犓－１犘－犔 ， （３３）

　犓
－１
＝犕（犺－

１）犜犺－１－
犕２

犕＋犿
（犺－１）犜犙犺－１。 （３４）

把（２２）式和（３４）式代入（３３）式得：

犎 ＝犕０＋
犕
２
犘犜（犺－１）犜犺－１犘－

犕２

２（犕＋犿）
犘犜（犺－１）犜犙犺－１犘 。 （３５）

用正则量子化方法，令犘α＝－ｉ／θα，由（１７）式得：

（犺－１犘）α犃（θ）＝犃
λα
２
。 （３６）

所以当（犺－１犘）α作用于犃（θ）时，它表现为犛犝（３）的

第α个生成元，这样就有

犎犃（θ）＝ 犕０＋
犕
２
犆１－

犕２

２（犕＋犿）
犆２［ ］４ 犃（θ），

（３７）

其中犆１＝（１／４）λαλα和犆２＝Λ犻Λ犻分别是犛犝（３）和

犛犗（３）的Ｃａｓｉｍｉｒ算符，所以孤子的能量为

犈＝犕０＋
犕
２
犆１－

犕２

８（犕＋犿）
犑（犑＋１），（３８）
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犑为双重子孤子的角动量，对单态犆１＝０，对８重

态犆１＝３，对１０重态犆１＝６。由（３８）式可见，４个

双重子手征孤子具有相同的质量谱。由犵１＝｛λ７，

－λ５，λ２｝子代数构成的双重子孤子的量子化结果由

Ｊａｆｆｅ等
［１０］首先得出，Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎｔ等

［１７］也得出一

些量子化结果。

５　结论和讨论

　　Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎｔ等于１９８４年提出了Ｓｋｙｒｍｅ模

型的球对称双重子手征孤子位形，Ｊａｆｆｅ等用 Ｗｉｔ

ｔｅｎ的半经典方法量子化该孤子得出与夸克模型基

本一致的结果。在此基础上，本文提出Ｓｋｙｒｍｅ模

型的另３个非球对称双重子手征孤子位形，讨论４

个双重子手征孤子的对称性和质量谱。４种双重子

手征孤子位形的空间对称性质不同，具有相同的质

量谱。
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