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两味犔犗犉犉态下的色超导


孙　薇，侯德富

（华中师范大学物理科学与技术学院，湖北 武汉４３００７９）

摘　要：自从色超导理论被提出以来，通常考虑的是参与配对的夸克的化学势不相等时的情形。当

化学势的差别达到某一合适值时，库柏对就有非零的总动量，这就是ＬａｒｋｉｎＯｖｃｈｉｎｎｉｋｏｖＦｕｌｄｅ

Ｆｅｒｒｅ（ＬＯＦＦ）态。这种形式的夸克凝聚自发破坏了平移不变性和旋转不变性，导致能隙以晶格的形

式周期性变化。在中等重子数密度区的基础上，从犛犝（２）ＮＪＬ模型出发描述两味ＬＯＦＦ态，并通

过平均场近似，引用ＮＧ基底、傅立叶变换和频率求和等方法得到热力学势，进而通过热力学势

对序参量求偏导得到耦合的Ｇａｐ方程，并使用数值法解耦合方程找到ＬＯＦＦ态的窗口。
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１　引言

色超导概念的提出是借用了普通超导理论的思

想［１，２］。普通超导研究电子声子相互作用，色超导

研究夸克胶子相互作用。与普通超导一样，色超导

的重要属性是存在能隙Δ，从超导相中激发一个准

粒子至少需要Δ的能量。

　　自从发现色超导的能隙可以达到大约１００

ＭｅＶ左右
［３］后，沿着重子数密度方向的量子色动

力学（ＱＣＤ）相图引起了人们的关注。在高温高密的

区域（相当高的重子数密度和温度的区域）里，人们

采用的是微扰 ＱＣＤ的方法
［４］，在低密区（温度任

选），主要采用格点ＱＣＤ的方法，而在中等密度区

（任意温度），人们主要依赖有效模型来解决问题，

例如ＮＪＬ模型
［５］。在物理应用上，我们更关心的是

中等密度区［６］，因为这个区域可以和中子星现象的

观测联系在一起，或者在更乐观的情况下，与重离

子碰撞联系在一起。

　　由于色反三重道的作用，夸克与夸克之间产生

吸引作用，形成库柏对，从而形成色超导。在考虑

两味夸克时，当两味夸克的费米动量相同时，这两

味夸克就会按照标准ＢＣＳ理论配对；在本文中，我

们主要考虑的是当这两味夸克的费米动量不相同时

的情形。当不同味的夸克的费米动量差别很大时，

不同味的夸克就不会配对。然而两味ＬＯＦＦ态
［７—１０］

（被Ｌａｒｋｉｎ，Ｏｖｃｈｉｎｎｉｋｏｖ，Ｆｕｌｄｅ和Ｆｅｒｒｅ第一次提

出）可能存在，即：在未配对相的附近，会形成一个

晶体态，这时库柏对有非零的动量，能隙以平面波

的形式出现。在这个态下，一个库柏对的两个夸克

可以非常接近它们各自的费米面，并且这样一个库

柏对的产生需要的自由能很低。

　　本文的结构如下：在第２节里，通过ＮＪＬ模型

的拉氏量得到配分函数，从而得到系统的热力学

势；在第３节里，通过热力学势得到Ｇａｐ方程和色

电中性条件；在第４节里，通过数值法解耦合方程；

第５节为小结。

２　热力学势的计算

　　考虑到两个不同味夸克（ｕ夸克，ｄ夸克）的配

对，采用的是犛犝（２）ＮＪＬ模型，并且只考虑标量，

赝标量介子和标量ｄｉ夸克。其拉氏量如下：

犾ＮＪＬ ＝珔狇（ｉγμμ－犿０）狇＋　　　　　　　

犌Ｓ［（珔狇狇）
２
＋（珔狇ｉγ５τ狇）

２］＋

犌Ｄ［（ｉ珔狇
犆
εε

犫
γ５狇）（ｉ珔狇εε

犫
γ５狇

犆）］， （１）

这里狇
犆＝犆珔狇

犜，珔狇
犆＝狇

犜犆是荷共轭旋量，犆＝ｉγ
２
γ
０是
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荷共轭矩阵，犜是转置算符，夸克场狇≡狇犻α，犻＝１，

２；α＝１，２，３（犻和α分别是味指标和色指标），τ＝

（τ
１，τ

２，τ
３）是味空间的泡利矩阵，（ε）

犻犽
≡ε

犻犽，

（ε
犫）αβ≡εαβ

犫分别是味空间和色空间的完全反对称张

量。

　　我们所要考虑的是两味ＬＯＦＦ态，其特点是能

隙以平面波的形式出现，即

〈ｉ珔狇εε
犫
γ５狇

犆〉＝Φｅ
２ｉ狇·狉。

为了表达简洁，定义了如下的式子：

χ（狓）≡ｅ
ｉ狇·狉
狇（狓），

珔
χ（狓）≡χ


γ
０
＝ｅ

－ｉ狇·狉珔狇（狓），

χ
犆（狓）≡犆珔χ

犜
＝ｅ

－ｉ狇·狉
狇
犆（狓），

珔
χ
犆（狓）≡χ

犜犆 ＝ｅ
ｉ狇·狉珔狇

犆（狓）， （２）

由此得到：

〈ｉ珔χεε
犫
γ５χ

犆〉＝Φ ，

犾χ ＝珔χ（ｉγ
μμ－犿０－γ·狇）χ＋

犌Ｓ［（珔χχ）
２
＋（珔χｉγ５τχ）

２］＋

犌Ｄ［（ｉ珔χ
犆
εε

犫
γ５χ）（ｉ珔χεε

犫
γ５χ

犆）］， （３）

对上式进行玻色化，选取

σ＝－２犌Ｓ〈珔χχ〉， （４）

π＝－２犌Ｓ〈珔χｉγ５τχ〉， （５）

Δ＝－２犌Ｄ〈ｉ珔χ
犆
εε

犫
γ５χ〉， （６）

Δ

＝－２犌Ｄ〈ｉ珔χεε

犫
γ５χ

犆〉， （７）

并且只考虑σ≠０，Δ≠０，Δ≠０的情形，得到拉氏

量的线性形式：

珓犾＝犾χ＋μ
珔
χγ０χ　　　　　　　　　　　　

＝
１

２
珔
χ（ｉγ

μμ－犿＋μγ
０
－γ·狇）χ＋

　
１

２
珔
χ
犆（ｉγμμ－犿－μγ

０
＋γ·狇）χ

犆
－

　
１

２
Δ
（ｉ珔χ

犆
εε

犫
γ５χ）－

１

２
Δ（ｉ珔χεε

犫
γ５χ

犆）－

　
σ
２

４犌Ｓ
－
Δ
２

４犌Ｄ
。 （８）

这里引入了组分夸克质量

犿＝犿０＋σ， （９）

μ是化学势，

μ＝ｄｉａｇ（μｕｒ，μｕｇ，μｕｂ，μｄｒ，μｄｇ，μｄｂ），（１０）

ｕ，ｄ是夸克的味指标，ｂ，ｒ和ｇ是夸克的色指标。

μｕｒ＝μｕｇ＝μ－
２

３μ
ｅ＋
１

３μ
８ ，

μｄｒ＝μｄｇ＝μ＋
１

３μ
ｅ＋
１

３μ
８ ，

μｕｂ＝μ－
２

３μ
ｅ－
２

３μ
８ ，

μｄｂ＝μ＋
１

３μ
ｅ－
２

３μ
８ 。 （１１）

系统的配分函数为

犣＝犖′∫［ｄ珔χ］［ｄχ］ｅｘｐ∫
β

０
ｄτ∫ｄ

３狉珓｛ ｝犾 ， （１２）

β＝１／犜是温度的倒数。在平均场近似下，可以是系

统的配分函数３个部分的乘积：

犣＝犣ｃｏｎｓｔ犣ｂ犣ｒｇ ， （１３）

犣ｃｏｎｓｔ是常数项，犣ｂ是自由的蓝色夸克对配分函数的

贡献，犣ｒｇ是参与配对的红、绿夸克对配分函数的贡

献。引入ＮａｍｂｕＧｏｒｋｏｖ基底，

珡Ψｂ＝ （珔狇ｕｂ，珔狇ｄｂ，珔狇
犆
ｕｂ，珔狇

犆
ｄｂ）， （１４）

珡Ψｒｇ＝ （珔χｕｒ，珔χｕｇ，珔χｄｒ，珔χｄｇ，珔χ
犆
ｕｒ，珔χ

犆
ｕｇ，珔χ

犆
ｄｒ，珔χ

犆
ｄｇ），

（１５）

并进行傅立叶变换，将坐标空间变换到动量空间，

得到：

犣ｂ＝Ｄｅｔ
１／２（β犌

－１
０ｂ）， （１６）

犌
－１
０ｂ ＝ｄｉａｇ（［犌

＋
０］

－１
ｕｂ，［犌

＋
０］

－１
ｄｂ，［犌

－
０］

－１
ｕｂ，［犌

－
０］

－１
ｄｂ），

（１７）

［犌
±
０］

－１
犻ｂ ＝ （狆０±μ犻ｂ）γ０－γ·狆－犿 ， （１８）

犣ｒｇ＝Ｄｅｔ
１／２（β犌

－１）， （１９）

犌
－１
＝
［犌

－
０］

－１
Δ
－

Δ
＋ ［犌

－
０］

－

烄

烆

烌

烎
１
， （２０）

［犌
±
０］

－１
＝

［犌
±
０］

－１
ｕｒ ０ ０ ０

　０ ［犌
±

０］
－１
ｕｇ ０ ０

　０ ０ ［犌
±
０］

－１
ｄｒ ０

　０ ０ ０ ［犌
±
０］

－１
ｄ

烄

烆

烌

烎ｇ

，

（２１）
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Δ
－
＝－ｉΔγ５

０ ０ ０ １１

０ ０ －１ ００

０ －１ ０ ００

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ００

， （２２）

Δ
＋
＝－ｉΔ


γ５

０ ０ ０ １

０ ０ －１ ０

０ －１ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ０

， （２３）

［犌
±
０］

－１
犻α ＝ （狆０±μ犻α）γ０－γ·（狆±狇）－犿 。

（２４）

通过频率求和，得到系统的热力学势为

Ωｑ＝－
犜
犞
ｌｎ犣＝

犿２

４犌Ｓ
＋
Δ
２

４犌Ｄ
－２∫

ｄ３狆
（２π）

３
·

［２犈Ｐ＋犈Ａ＋犈Ｂ＋犈Ｃ＋犈Ｄ＋

犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
＋

ｕｂ）＋犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
－

ｕｂ）＋

犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
＋

ｄｂ）＋犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
－

ｄｂ）＋

２犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
Ａ）＋２犜ｌｎ（１＋ｅ－β

犈
Ｂ）＋

２犜ｌｎ（１＋ｅ－β
犈
Ｃ）＋２犜ｌｎ（１＋ｅ－β

犈
Ｄ）］，（２５）

犈Ｐ ＝ 狆
２
＋犿槡

２ ， （２６）

犈
±
ｕｂ＝犈Ｐ±μｕｂ，犈

±
ｄｂ＝犈Ｐ±μｄｂ ， （２７）

犈
±
ｕｒ＝ （狆＋狇）

２
＋犿槡

２
±μｕｒ， （２８）

犈
±
ｄｇ＝ （狆＋狇）

２
＋犿槡

２
±μｄｇ， （２９）

犈
±
ｕｇ＝ （狆＋狇）

２
＋犿槡

２
±μｕｇ ， （３０）

犈
±
ｄｒ＝ （狆＋狇）

２
＋犿槡

２
±μｄｒ， （３１）

犈１ ＝
犈
－
ｕｒ＋犈

－
ｄｇ

２
＝
犈
－
ｕｇ＋犈

－
ｄｒ

２
　　　　　　　　　　

＝
（狆＋狇）

２
＋犿槡

２

２
＋

（狆－狇）
２
＋犿槡

２

２
－珔μ，

（３２）

犈２ ＝
犈
－
ｕｒ－犈

－
ｄｇ

２
＝
犈
－
ｕｇ－犈

－
ｄｒ

２
　　　　　　　　　　

＝
（狆＋狇）

２
＋犿槡

２

２
－

（狆－狇）
２
＋犿槡

２

２
＋δμ，

（３３）

犈３ ＝
犈
＋
ｕｒ＋犈

＋
ｄｇ

２
＝
犈
＋
ｕｇ＋犈

＋
ｄｒ

２
　　　　　　　　　　

＝
（狆＋狇）

２
＋犿槡

２

２
＋

（狆－狇）
２
＋犿槡

２

２
＋珔μ，

（３４）

犈４ ＝
犈
＋
ｕｒ－犈

＋
ｄｇ

２
＝
犈
＋
ｕｇ－犈

＋
ｄｒ

２
　　　　　　　　　　

＝
（狆＋狇）

２
＋犿槡

２

２
－

（狆－狇）
２
＋犿槡

２

２
－δμ，

（３５）

犈Ａ ＝ 犈
２
１＋Δ槡

２
＋犈２ ， （３６）

犈Ｂ ＝ 犈
２
１＋Δ槡

２
－犈２ ， （３７）

犈Ｃ ＝ 犈
２
３＋Δ槡

２
－犈４ ， （３８）

犈Ｄ ＝ 犈
２
３＋Δ槡

２
＋犈４ ， （３９）

珔
μ＝

μｕｒ＋μｄｇ
２

＝μ
ｕｇ＋μｄｒ
２

＝μ－
１

６μ
ｅ＋
１

３μ
８ ， （４０）

δμ＝
μｄｇ－μｕｒ
２

＝μ
ｄｒ－μｕｇ
２

＝μ
ｅ

２
。 （４１）

　　需要指出的是，这里得到的热力学势并不是严

格的解析结果，在频率求和之前，已经作了近似（在

弱耦合下，这种近似是成立的）。

　　我们考虑在β平衡条件下的ｕ，ｄ夸克系统，因

此总的热力学势包括电子和夸克两个部分的贡献，

即

Ωｔｏｔａｌ＝Ωｅ＋Ωｑ， （４２）

Ωｅ＝－ μ
４
ｅ

１２π
２
。 （４３）

３　犌犪狆方程和色电中性条件

　　在上一节里，得到了系统的热力学势，通过热

力学势对组分质量、能隙、动量狇求导，分别得到

关于这３个量的Ｇａｐ方程：

Ωｔｏｔａｌ

犿
＝０， （４４）

Ωｔｏｔａｌ

Δ
＝０， （４５）

Ωｔｏｔａｌ

狇
＝０， （４６）

（４４）式是质量的Ｇａｐ方程，犿＝０对应的是手征对

称相，犿≠０对应的是手征对称破缺相；（４５）式是

能隙的Ｇａｐ方程，Δ＝０是方程的平庸解，Δ≠０对

应的是色超导相；（４６）式是关于动量狇的 Ｇａｐ方

程。
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　　这里由于版面的限制，仅罗列出（４５）式的具体

的形式：

Δ １－４犌Ｄ∫
ｄ３狆
（２π）｛ ３·

２

犈
２
１＋Δ槡

２

（１－犳（犈Ａ）－犳（犈Ｂ））［ ＋

２

犈
２
３＋Δ槡

２

（１－犳（犈Ｃ）－犳（犈Ｄ ］｝）） ＝０，（４７）

犳（狓）＝
１

１＋ｅｘｐ（βχ）
， （４８）

∫
ｄ３狆
（２π）

３ ＝∫
ｄ狆ｄ（－ｃｏｓθ）狆

２

４π
２

， （４９）

选狇的方向沿狕轴，则θ是狆与狇的夹角，于是上

述积分方程变成一个二重积分方程。同样，通过热

力学势还可以求得不同味道不同颜色的夸克数密

度，例如：

狀ｕｒ＝－
Ωｔｏｔａｌ

μｕｒ
，

感兴趣的读者可以试着去求解。

　　当要求系统处于一个色电中性条件时（这样的

处理是为了与中子星联系起来，因为中子星是由引

力作用形成的，而色相互作用，电磁相互作用都比

引力作用强得多，并且会阻止中子星的形成，所以

中子星应是不带色荷和电荷的），可以通过以下式

子得到：

狀８ ＝－
Ωｔｏｔａｌ

μ８
＝０， （５０）

狀ｅ＝－
Ωｔｏｔａｌ

μｅ
＝０。 （５１）

４　数值计算的结果

　　在数值计算之前，首先要确定参数：动量狆的

积分截断Λ＝０．６５３３ＧｅＶ，犌Ｓ＝５．０１６３ＧｅＶ
－２，

犌Ｄ＝０．７５犌Ｓ。

　　考虑手征对称的情形（犿＝０），将（４５）和（４６）式

等耦合方程联立数值求解，得到Ｇａｐ对电化学势的

依赖关系（见图１）及动量对Ｇａｐ的依赖关系（见图

２），这里是将电化学势作为热力学变量处理的。

　　从图１可以看出，当狇≠０ 时，我们找到了

ＬＯＦＦ态的窗口，ＬＯＦＦ１（斜率为正的曲线）和

ＬＯＦＦ２（斜率为负的曲线），通过比较发现，在

０．７０７≤δμ／Δ２ＳＣ≤０．７５４这个窗口时，ＬＯＦＦ２的热

力学势最低，也就是说在这个很窄的窗口内，

ＬＯＦＦ态是稳定存在的，如图中斜率为负的曲线所

示。当狇＝０时，图线回到ｇ２ＳＣ的情形，即图中细

的实线所示；当Δ＝０时，即是正常态无能隙激发，

如图１中最粗的横线所示。

图１ Δ／Δ２ＳＣ对δμ／Δ２ＳＣ的依赖关系

Δ２ＳＣ
［６］是δμ＝０时的能隙，犜＝０Ｋ。

图２狇／δμ对Δ／Δ２ＳＣ的依赖关系

　　从图２可以看到，在Δ／Δ２ＳＣ≤０．５这个窗口（即

ＬＯＦＦ２开始出现的窗口），狇／δμ基本保持在１．２左

右。

５　小结

　　本文从犛犝（２）ＮＪＬ模型出发描述了ＬＯＦＦ态

（将能隙写成单个平面波的形式），并通过平均场近

似、ＮＧ基底的引用、傅立叶变换、频率求和等方

法得到了两味ＬＯＦＦ色超导态的热力学势，进而通

过热力学势对犿，Δ，狇，μｅ和μ８ 求导得到５个耦合
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在一起的Ｇａｐ方程。

　　最后使用数值法解耦合方程得到了Δ／Δ２ＳＣ对

δμ／Δ２ＳＣ的依赖关系以及狇／δμ对Δ／Δ２ＳＣ的依赖关

系，从而找到了ＬＯＦＦ态的窗口，并证实在０．７０７

≤δμ／Δ２ＳＣ≤０．７５４这个窗口内，ＬＯＦＦ态确实稳定

存在。

　　然而，我们的工作还有待完善，例如，可以尝

试找到电中性条件的图线，看看这条图线与ＬＯＦＦ

态图线的交点，这是很有意义的一项研究工作，因

为它对中子星内部结构的猜测有很大意义。
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