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摘 要：假设 一0时一个正确的非相对论量子力学与牛顿力学等价．以此为出发点，对目前公认的 

非相对论量子力学作了细微的修改．改动后的非相对论量子力学被证明在 ≠0时与修改前的完全 

等价，在 一0时，与牛顿力学等价、这样做的意义在于，如果进一步假设 一0时一个正确的相对论 

量子力学和爱日斯坦 的相对论等价 ，那么就有可能得到与现有相对论量子力学预言不同的结论，这 

将有助于它的检验或完善． 
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引言 

通常的量子力学系是相对论量子力学和非相对 

论量子力学的总称．牛顿力学先于量子力学存在． 

对于自然界中众多的现象，牛顿力学都给出了精确 

的描述和预测、所以如果某个非相对论量子力学是 

对的，那么在适当的条件下，由它得到的力学量的 

值应当和由牛顿力学得到的结果吻合． 

对于当前被广泛使用的非相对论量子力学，最 

早被提出的条件是高量子数极限 一。。，它包含在 

Bohr的对应原理中．后来又有一些其它的条件被 

陆续提 出．主要有大质量 极 限 M一 。。、短 de 

Broglie波长和宏观尺度等．值得指出的是，这些条 

件可能没有一个能保证在它们得到满足时，现有的 

那个非相对论量子力学总能回到牛顿力学．例如， 

只能被前者解释的超导电性经常发生在宏观尺寸的 

材料中；又如 一。。时，由前者给出的氢原子电子 

轨道并不总是牛顿力学所预言的椭圆．等等． 

这些条件的共同特征是它们没有把存在于现实 

世界中的物理学常量．包括诸如 之类看成变量． 

这是必要的．因为提出这些条件的动机是为了解释 

为什么并不普遍成立的牛顿力学能对现实世界中的 

许多现象作出准确的描述和预测． 

与它们相对应的是 一0．提出该条件意在期待 

得到某些渐近结果，而不是说可以人为地改变有的 

值，在该文中凡是出现 一0的地方都作如此理解、 

显然，断定一个正确的非相对论量子力学在该投限 

条件下应当和牛顿力学等价并没有任何事实依据、 

尽管如此，物理学家曾经期待 一0时，现有的那个 

非相对论量子力学会回到牛顿力学．但结果与期待 

相差甚远．现在确切知道的是，目前被广泛使用的 

非相对论量子力学和Bohr版本的非相对论量子力 

学都不具备 这一特性． 

另一方面，至少到目前为止，没有任何事实否 

定命题： 一0时一个正确的非相对论量子力学和牛 

顿力学等价．换句话说，这个命题有正确的可能． 

假设该命题正确，并构成了本文的出发点．既然现 

有的那个非相对论量子力学不具备这一特征，那么 

我们可以尝试性地对它作出某些修改，使得修改后 

的力学具备这一性质．本文的目的就是介绍如何作 

出某种修改，以及论证修改后的非相对论量子力学 

的确具备那种性质．文章的结尾部分对这种工作可 

能的意义作了简略的探讨． 

2 细微的修改 

目前被广泛使用的非相对论量子力学建立在 

Von Neumann归纳出的5条公理[ 之上．这5条公 

理是 ： 

公理1 一个系统对应一个 Hilbert空间 ， 
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该空间的态矢或波函数 完全刻划了该系统的状 

态． 

公理2 一个可观察量 D唯一地对应作用于 

上的自伴算符 D． 

公理3 测量处于状态 的系统的力学量D的 

值，得到 的几率为lA l ，其中 为 D的某个本 

征值，A，为 在本征态系{ }中的展开系数 = 

∑A， ． 

公理4 矢态 随时间的演化遵循 Schr6dinger 

方程 序 一i a ／ ．其中詹为系统的哈密顿量算 

符， 为普郎克常量的1／2 ． 

公理5 如果在某次对力学量d的测量实验中 

得到了值 ．那么在测量结束的瞬间被测量系统处 

于本征态 ． 

除此之外，该版本的量子力学还包含了如何计 

算力学量的期望值．如何写出一个系统的哈密顿量 

算符，以及对波函数的限制条件． 

考虑到该力学在其应用范围内从未给出与实验 

结果不符的结论以及这些公理、力学量期望值的计 

算公式和指导写出哈密顿量算符的规则的优越性， 

我们认为试图对它们作出修改是不明智的，那么似 

乎可以考虑的就只是围绕 作出某些修改了． 

在该力学中． 被认为是连续、单值且绝对平 

方可积的函数．通常，将符合这些条件的波函数可 

以改写为波矢空间，或 空间中的积分形式： 

( ，f)一fB(K． )e|f． dK 
J 

(1) 

其中．单值函数B( )要么是全 空间中的连续函 

数，要么是 空间中的分段光滑的函数．B( )的 

这种连续性性质可以表示为 

B( ± Me)一 B( )， (2) 

其中，( 一△置， +AK)究竟代表全 空间中的任 

一 区间还是代表 空间中那些不含有不连续点的 

区间，取决于 B( ，z)是全 空间中的连续函数还 

是 空间中的分段光滑的函数(这个解释同样适用 

于等式(3)和等式(4)，只是对于后者应以P代替 

K)． 

如果在 ei*t,x的幂上减去某个单值含时纯虚数因 

子 ·X。( )，那么等价的被积函数可写为B( ，f)， 

e1．t．xo“’e 一 “”
． 如此考虑的主要 目的是期待当 

一O时，从波函数 中得到因子 Dirac函数 ( — 

X。(f))，这一点将很快变得明确起来．另一方面． 

我们把 。(f)解释成粒子的隐变量．它的意义只有 

在 —O时才显现出来，此时它就是粒子的位置．为 

简洁起见 ，让我们引入一个等值的系数 A( ．f)去 

替代B(K，f)e 。。 ．系数B ，f)满足的连续性条 

件等价于要求A(置． )也满足相应的条件： 

JimA( 士 AK)= A( )． (3) 

我们知道，波矢x通过关系式K=p／n与动量 

P相联系．把A( ． )满足的连续性条件换成 

~moA( = 1 ㈨ n l n J 

会怎样呢? 

分两种情况．当 ≠0时，(3)和(4)式严格地等 

价．当 一O时，(3)和(4)式意味着不同的条件．按 

照(4)式，波函数中将出现因子 Dirac函数 a( — 

。(f))，它暗示该条件下相应的非相对论量子力学 

可能与牛顿力学等价．二者都是我们期待的．所以， 

我们提出的细微修改就是用(4)式去取代(3)式．这 

样新皈力学与目前版本的力学的唯一差别在于对于 

等式 
r 

( ，t)= lA( ，f)e 一 o“”dK ． (5) 

后者要求A(K， )满足条件(3)，而前者要求A( 

)满足条件(4)． ≠0时两个版本的力学严格等价． 

3 牛顿力学的推导 

为明确起见，让我们考虑一个在标量势 ( ) 

中运动的质量为 m的粒子．相应的坐标表象中的 

Schrodinger方程是 

il'iftff~(XIf)=[一 一一 ( )] ． 
(6) 

依据(5)式，任一动量值 P的无穷小邻域(P--8P，P 
r 

+8P)上的积分为l， A(K，t)e 一 “”d ，不妨 

记作 ( ，f)．因为当 一0时，无穷小量 P和 

比值的分量， 肛， 肛 和 的取值范围是 
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半个实数轴[o，。。)，所以 一。时， 

．
P+aP 

9r(X 一l a(g dK 

— A )e。 eiK'．(x-xo(z)) ． 
(7) 

参照 ( 一 (t))函数的定义 

沁 一 Ⅲ ： ．(8) 

我们进一步得到 一O时 

( ，幻一(2 )。A E'， · 

( — X ( ))． (9) 

可以看出，在即( ，f)的表达式中数值 一O出现在 

分母上，表明升( ，f)是一个奇异函数． 

，-(X-- (f)) 

注意，9r(X，f)中的因子ei— 一 ( 一。)不能 

教某个常数取代，原因很简单．尽管 ( —X。(f)) 

仅在包含 X。( )的微小邻域内不为零，但是当 — 

Xo(f)且 一o0~， 二二 是 型的分式
， 没 

P (X-- “)1 

有固定值，所以e。— 一 ( 一0)也没有固定值．这 

就是说，我们必须保留该因子的原有形式． 

显然9fix， )是位置算符 的某个本征态，且 

本征值为X。(f)．如果用动量算符(一iEV)作用于 

仲( ， )，我们将得到 

一  ( ，f)一P咖( ， )一 (2 ) A(鲁，f)· 
一 d( 一 Xe X X it)) ． 。—— — ( 一 )) ． 

(10) 

把 3(X--X。( ))还原为积分； 

8(X--Xo(t))= l'Z
2̈

'f- ?-e。 
· 

m 一 。)_ ⋯ ) 

可以看出，无穷小量 和函数 一 。it))的乘积 

等于零．它即是说 一O时等式(10)右边的第二项为 

零，所以 

i ％ ( ，f)一 P咖 (X，f) ． 一 0． (12) 

Q2)式清楚地表明， 一O时 9eiX，f)是本征值为P 

的动量的本征态． 一0时 iX，f)同时为位置和动 

量的本征态，这对于在该极限条件下从新版的非相 

对论量子力学中推导出牛顿力学起了非常重要的作 

用． 

值得指出的是， ( ，f)并不绝对平方可积． 

按照 Hilbert空间对该空间中函数性质的要求， 

， 幻不是该空间中的函数．这是一个非常严重 

的问题．如果不采取措施，我们前面所傲的工作将 

没有任何意义．好在已有人意识到类似的问题，把 

Hilbert空 间的概念推广_4 到 了 Rigged—Hilbert空 

间．该空间容纳不绝对平方可积的函数．严格地讲， 

公理l中的空间应该是 Rigged—Hilbert空间．只是 

因为很多人都习惯了，我们依旧照样引用．只要记 

住 Hilbert空间实际上已教推广为 Rigged—Hilbert 

空间，即使遇到不绝对平方可积的函数，我们也不 

会再有任何异议． 

简洁而叉不失一般性，我们可以假设粒子的动 

量算符有不为零的几率，取 Ⅳ个不同的动量值P。， 

P ，⋯，P ，相应地系统的渡函数可写作 

N 

X ，f)一 
．

( ，f)， (13) 
l 

采用通用的符号，记算符 。的平均值为0．Ehren一 

~est定理 s：给出了位置算符 、动量算符 声和势场 

梯度 ( )的平均值之间的关系： 

d (14) 

警一而 ， (15) 

因为位置算符 重就是位置矢量 x本身，(14)式中 

略去了它上面的算符标记 (下同)，在推导量子 

力学中的Virial定理时，有人得到了等式嘲 

坚 一p2 丽 ． (16) df 

综合力学量平均值的计算公式， 一0时波函数分量 

即 ( ，f)( ：1，2，⋯⋯，Ⅳ)同时为位置和动量算 

符本征态，且本征值分别为 (f)和 P，以及等式 

(6)，(1 3)，(14)，(15)，(16)，我们立刻得到如下 

I 
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的关系式 

— 。(})， 一m dX~t)T ， 
d

百

P
— VV(X。(f))， -F= 。． 

一 号 ·d Xo(t)+ ( 。(f)) (17) 

这些方程构成了牛顿力学的核心 可见以这种方 

式．新版的非相对论量子力学在极限 一O下的确与 

牛顿力学等价． 

4 求解 Schr~dinger方程 

从 即 ( ，f)( —l，2，⋯⋯，．Ⅳ)中任选两个 

函数 和 ，})和 和 ( ，f)，并用它们构造任意 
Jl 屯 

叠加态ai．和 ，t)+ah和 ( ，f)．既然动量算 
J ．I2 

符是厄密的，那么它在该叠加态上的平均值应为实 

数．考虑到系数 a 和a，．的任意性，这一判断要求 

和 ，f)正交于即 ( ，}) 由于 和 ^的任意 
Jl 

性，我们得到结论：即 ( ，t)( =1，2，⋯⋯，．Ⅳ) 

中的函数两两正交． 

显然 ，f)只能归一化为 Dirac函数 就像 

许多量子教科书傲的那样，令 

( X，t)I ( ，t))一 (O) (18) 

不妨把系数A( ，t)因式分解成两部分：模 
， 1 I 3 

【 )Cj和相位因子Cj( 一1，2，⋯⋯．Ⅳ)·等式 
(18)等价于C，满足条件： 

∑l l 一1 (19) 

用推导关系式 一 2的方法可以得到 。时 

。 =  
， (d— ， ，：)， (2O) 

用 P 标记第 个动量值的 分量，于是 

一 ∑ IC 。， (21) 

一 ． 
‘

一 ∑ l l ． (22) 

把它们代入到(20)式中得到 

Ⅳ ～ 

∑Ic，l =(∑IC ) ， (23) 
J= 1 J= t 

上式在 ．Ⅳ一1时恒成立 考虑 ．Ⅳ≥2时的情况，此时 

(23)式可改写为 

Ⅳ 一】 N-- t 

∑ICjI +IC l。 。一(∑IC，l ) + 
J一 】 r一 1 

Ⅳ 一 】 

lc l +2lc l (∑l l PJ )P ，(24) 
J=】 

它是关于P 的二次方程 化衙后的判别式 

Ⅳ一 t 

d一一2IC l。∑ [1c c l。(P 。一 )：]． 
n t 

(25) 

因为 P 是实数，所以 d≥0，它和条件动量值 P ， 

P。，⋯，P 互不相等，一起使得 ．Ⅳ只能取1且 C = 

1 相应地渡函数 ，f)简化为 

， f)一 c e一 ( — Xo(1))． 

( 一 0) (26) 

代入到Schr6dinger方程(6)式中确定 值，进而得 

到方程的解 

X，t)一e。J —dX oO卜 ” 

dlĝ “) 

e-! 二 d( 
—  (f)) ． 

( 一 0) (27) 

至此，我们完整地证明了对于外标量势场中的 

单粒子系统，在极限 一0下，新版非相对论量子力 

学与牛顿力学等价 

5 推广及讨论 

对于外标量势或矢量势中的多粒子体系．或者 

以标量势或矢量势相互作用的多粒子体系．只需假 
r 

设相应于(5)式右边的积分式 lA( ， ，⋯， ， 
J 

⋯
， t)lI[e。 一 “”d ]中的系数 A( 1， 2，⋯， 

J 

．⋯，t)和因子 置。(t)分别具备与 A( ，t)和 

。(f)相似的性质，前面的证明就可以推广到适用 

于这些系统．也就是说， 一0时两个力学的等价性 
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对任意非相对论系统都成立．推广细节此处从略． 

本文提出的假设导致的结果对现实世界的预测 

与常用的非相对论量子力学的预言没有丝毫的不 

同．所以目前无法判断假设的真伪．一个有希望的 

想法是，进一步假设一个正确的相对论量子力学在 

— O时必须 回到爱 因斯坦 的相 对论．可 以预 见的 

是．针对这个命题还有更多的工作要做．有可能修 
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