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文章编号:  1007-4627(2021)02–0136–11

格点QCD中有限体积下形状因子的内插计算

张文昊

(北京大学物理学院，北京  100871)

摘要:  在格点QCD的框架下，讨论了计算强子的形状因子的过程中，有限体积效应对所得结果的影响，并

且给出了计算连续动量空间上形状因子数值的内插算法。本文以 π介子的形状因子为例，介绍了从格点

QCD中得到的三点关联函数出发计算 π介子的形状因子的方法，并说明有限体积效应使得计算结果只能在

分立动量上给出。本文探讨了一种保持旋转对称性的内插算法和一种对于傅立叶变换进行连续化的内插算法，

基于分立的形状因子取值给出了连续动量空间上的形状因子，并且提供了模型模拟的结果与真实格点系统上

的数值结果。本文提出的内插算法及数值模拟的结论不依赖于特定的格点系综，具有一定程度的普适性，能

够推广到对于其他格点系统的有限体积效应的处理，同时为格点系统尺度的选取提供了有价值的参考。
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1    引言

在粒子物理中，强子是由夸克与胶子构成的束缚态，

有着复杂的内部结构。从原子核中最为常见的质子与中

子，到种类繁多的其他重子和介子，众多的强子态为人

们展示了复杂而多样的微观世界的一角，吸引科学家们

开展对强相互作用的不懈探索。然而，一方面由于强相

互作用的非微扰特性，使得传统的微扰方法在强子研究

领域不再生效；另一方面色禁闭的存在也使得人们只能

将结构复杂的强子整体进行研究，难以窥探强子内部的

结构细节。因此，虽然原则上标准模型已经对于强子内

部包含的基本粒子给出了很好的预言，不过实践中对其

开展的研究仍然困难重重。目前，已经发展出很多非微

扰的框架，例如格点量子色动力学 (QCD)方法 [1]，已

被广泛应用于对强相互作用的处理，但是强子的内部结

构依旧是一个未曾解决的问题。即使是最常见的质子，

有关其大小、自旋结构和寿命等性质的确定也仍然悬而

未决 [2]。

质子的内部结构不仅仅是前沿科学家孜孜追求的研

究方向之一，甚至对于回答很多最根本的物理问题都有

巨大的意义和影响。例如，一个根本的问题就是：质子

的寿命是不是无限的？科学家们曾试图从理论上和实验

上解决这个问题。日本发现中微子振荡的超级神冈探测

器 [3−4]，最初建造时的目的即为观测质子的衰变，不过

3.3× 1033
很遗憾的是，在大量观测数据中 [5]并未探测到质子的

衰变现象，因此可以确信质子的半衰期超过   a。

理论上，从标准模型出发的话，如果要求重子数守恒不

被破坏，那么质子作为最轻的重子的确无法自发衰变到

其他重子。相应地，由于并不严格的同位旋对称性，上

夸克与下夸克的质量不严格相等，故而中子和质子也具

有微小的质量差，因此质量较大的中子可以衰变为质子。

而质子比中子少的这一点点质量，恰好使得我们的宇宙

中充满了大量的带正电的稳定质子，使电磁相互作用成

为宇宙中普遍存在的现象。同时，中子的衰变率由中子

与质子的质量差决定，而其衰变率又决定了质子和中子

的丰度比。假使中子和质子的质量差变大或者变小一点

点，那么中子衰变和核子聚变的平衡也将被打破，便无

法形成各种各样的原子。另外，对于标准模型可能存在

的修正和对大统一理论的探索也推动研究者们提出了一

系列关于质子寿命的猜测 [6−7]。同时，在质子的寿命之

外，质子的内部自旋结构和电荷分布半径 (charge radi-

us)同样作为物理学的基本问题之一受到人们的广泛关

注。因此，对于核子内部结构的研究可以进一步加深人

们对这个世界的理解，同时也能够为研究者们深入认识

基本物理原理的迫切需求打开一扇窗口。

形状因子提供了对于强子内部结构的重要描述。通

过形状因子可以计算出强子的电荷分布、电荷分布半径
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µ

µ

等一系列内部结构相关的参数。形状因子的理论计算和

实验测量作为分析强子内部结构的重要手段，也一直受

到粒子物理研究者们的关注 [8−9]。在过去的实验中，人

们采用散射实验的手段来测量质子的形状因子，进而计

算出其电荷分布半径，这种方法的误差大约在2%[10−11]。

进一步的实验采用了跃迁光谱的测量方法，可以将质子

半径的计算精度提升约一倍 [12−14]。然而，在 2010年使

用   -氢原子进行的跃迁实验在更高精确度上测得了质

子的电荷分布半径，并且与前述实验中得到的结果有较

大的偏差 [2]。直到近几年，才有研究团队分别通过新的

氢原子光谱实验 [15]与电子-质子的散射实验 [16]测得了

与   -氢原子较为吻合的结果。随着实验的不断完善和

取得进展，人们对于质子大小有着越来越具体的理解。

不过，如何从理论上给出质子大小之谜的解答，并对其

表现出的性质提出合理的预言，仍是理论物理学中重要

的工作之一。

在当前处理非微扰理论最为有效的格点QCD框架

下，理论上可以给出粒子的形状因子数值，这一计算也

是相关研究的重点之一 [17−18]。然而在使用格点模拟来

计算形状因子时，由于格子体积有限，因此在动量空间

中动量参量均处于分立值，而全动量空间上的形状因子

曲线只能通过拟合的办法得到数值解。另外，如果我们

希望通过形状因子进一步求解电荷分布半径等数值，那

么更感兴趣的部分往往是形状因子在低能区域的表现，

而在这一区域中，有限体积效应带来的动量分立变得不

π

可忽视.由于求解任意动量的形状因子仍然对于深入理

解强子的内部组成和结构有着重要的意义，因此，我们

试图研究有限体积效应对于形状因子计算的影响，并尝

试探索一种更普遍的方法来处理形状因子计算中有限体

积带来的问题。本文以  介子的形状因子为例寻找合理

的插值方法，在压低有限体积效应带来的系统误差的同

时，计算整个动量空间上的形状因子的数值结果。 

2    研究对象与方法
 

2.1    强子函数

π
Hϕ (x)

π
Hϕ (x)

本文关注的对象和工具是欧氏空间下  介子的强子

函数  。一方面，通过格点QCD的手段，可以计

算出一系列的关联函数，进而得到强子函数的数值。另

一方面，强子函数反映了在特定时空点上电磁流与强子

的相互作用，其中包含了形状因子的重要信息。  介子

的强子函数  定义为

HΦ (x) = ⟨0 |Φ(x) Jµ (0)| π (0)⟩ , (1)

|π (0)⟩
π Φ(x) π

Jµ (0)

t′ ≪ 0 ≪ t π
π

在该矩阵元中，  代表初态为空间方向动量为 0的

 介子；  为插入的场算符，其作用是湮灭一个  介

子；  为电磁场的流矢量。当我们所取的时间分量

满足  时，  介子激发态的贡献将被指数压低，

因此可以只考虑基态  介子的不同动量本征态，并对空

间坐标求和，由此建立强子函数与三点关联函数的

联系：

⟨0|Φ(x) J (0)
∑
x′

ϕ†
π (x

′) |0 ⟩ = emπt′

2mπ
⟨0|Φ(x) J (0) |π (0) ⟩

⟨
π (0)

∣∣ϕ†
π (0)

∣∣ 0⟩。 (2)

Φ ϕ†
π ϕ†

π

π
⟨0|Φ(x) J (0) |π (0)⟩ mπ π

式 (2)左边为涉及场算符  与  的三点关联函数，  为

产 生   介 子 的 场 算 符 ， 而 右 边 第 一 个 矩 阵 元

 即为强子函数，式中的  为  介子

的静止质量。后一个矩阵元可以通过两点关联函数计算

得到：∑
x

⟨0|ϕπ (x, t)ϕ
†
π (0) |0 ⟩ = |⟨π (0) |ϕ†

π (0)| 0⟩|
2 e−mπt

2mπ
,

(3)

x

⟨0|Φ(x) J (0)ϕ†
π (x

′) |0 ⟩

此处对于坐标的空间分量  进行了求和。以上两式，建

立了忽略激发态贡献时强子函数与三点关联函数

 的联系。
 

2.2    形状因子

强子的形状因子是定义在微观粒子的相互作用矩阵

q=p1−p2 q2 p2 p1

元中的洛伦兹标量，描述了粒子相互作用顶角的性质，

反映了粒子的内部结构。形状因子可以描述为粒子内部

电荷分布的傅立叶变换，其频域变量即为动量转移

 ，通常记为  的函数。其中，  与  分别为

初态和末态的动量。

π

⟨π (p1) |Jµ (0)| π (p2)⟩
(p1 + p2)µF π

(q2) Fπ (q
2) π

q2=(p1−p2)
2

我们以  介子与光子的相互作用为例，根据Ward

恒等式 [19]，矩阵元   可以用形状因

子表示为   ，其中   为   介子与光

子相互作用的形状因子，  为动量转移。

文献 [20]中的工作阐述了强子函数与形状因子之间

直接的积分联系式：

w
d3x j0 (px)H (t,x) =

fπ
2
(E +mπ)Fπ (q

2) e−Et, (4)
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j0 (px) fπ π

E p π r
d3xeip·xH (t,x)

j0 (px) H (t,x)

其中：  为零阶球贝塞尔函数；  为  介子的衰变

常数；  为动量为  的  介子具有的能量。上式左边实

为强子函数的傅立叶变换  ，由于上式

右侧仅与空间动量的大小有关，与其方向无关，因此可

以对上式左边的傅立叶变换进行各个方向上的平均，得

到以  作为积分核的表达式。如果已知  的

值，即可根据该式来数值求解不同动量转移下的形状因

子。这也是目前常用的计算形状因子的方法。 

2.3    格点QCD与有限体积的困难

量子色动力学 (QCD)是在规范场论框架下，对于

强相互作用进行描述的基本理论。而由于QCD的规范

群是 SU(3)的非阿贝尔群，故而QCD与量子电动力学

仍然有着巨大差别。首先，QCD中传递相互作用的胶

子与光子不同，其间可以发生相互作用；其次，这种差

异表现在夸克具有“渐近自由”和“色禁闭”现象。因此，

对于以强相互作用为代表的强耦合场论的处理，往往需

要使用一些非常规的非微扰手段。而格点场论方法是目

前以非微扰方法研究强耦合场论最为有效的手段。

格点QCD是在四维欧氏空间中，使用分立的时空

格点定义出的非微扰QCD理论，是处理强相互作用的

一种重要手段。其优势一方面在于非零格距给出自然的

高能标截断，并将耦合常数吸收到了格距参数中，回避

了紫外发散；另一方面在于格点QCD采用的算法易于

实现，也易于推广到其他非微扰理论中。另外，格点

QCD使用四维欧式时空，规避了闵氏空间中复指数震

荡的作用量，故而计算效率得以大幅提高。格点计算中

常用的Monte-Carlo方法与Metropolis算法运用了重要

性采样 [21]，也使得计算当中绝大多数算力用于对主要

区域的取样，因此可以高效地完成数值模拟计算。

H (t,x)

H̃ (t,p)

p = 2π
L
n

在有限体积下的格点计算中，我们无法对 

进行全空间的积分。因此对应到其傅立叶变换 

上，便只能在分立的动量  上得到结果。以常见

的QCD格点点阵的大小为例，L的大小约为几 fm，则

可以计算得到动量空间的分立间隔约为几十到几百

MeV。

对于格点计算方法来说，格距和有限体积是两个主

要的系统误差来源。其中格距的限制在动量空间上给出

了高能区域的动量截断，而有限体积的限制使得动量空

间上只能计算分立点的数值。一般而言，不同的格点方

案处理格距误差的方法各不相同，而有限体积带来的误

差是所有格点方案都要面临的问题，同时其在动量空间

中产生的分立效应也造成了计算电荷分布半径等物理量

的困难。因此我们想要追求一种普适的、系统化的处理

有限体积效应的方案，将动量空间上的形状因子计算平

滑化并推广到整个动量空间上 (不考虑格距带来的截断)，

并尽可能降低有限体积的影响。 

3    形状因子的内插计算方法
 

3.1    格点上形状因子的计算

Hπ (x)

p = 2π
L
n

在格点QCD中，我们可以计算有限体积内强子函

数  的数值，并通过强子函数计算得到动量空间上

 的格点上的形状函数数值。在连续的全空间极

限下，形状函数与强子函数的关系为

fπ
2
(E +mπ)Fπ (q

2) e−Et = H̃ (t,p) =w
d3xeip·xH (x) =

w
d3xj0 (|p| |x|)H (x) , (5)

H̃(L)(t,p)

上式中忽略了激发态粒子的贡献。在格点上，我们可以

从强子函数的数值出发，在动量空间格点上定义未归一

化的  ：

H̃(L) (t,p) =
1

NR

∑
R̂∈Oh

∑
x∈L3

H(L)
π (x) cos

[(
R̂p

)
· x

]
, (6)

Oh

R̂ NR L3

H̃(L) (t,p)

式中：  是三维立方格点满足的旋转反射对称群，其

中的群元记作  ，该群的阶记作  。式中的  为所有

格点的集合，这里L为格点区域的尺寸。根据上式定义，

在忽略格距作用的情况下，  与形状因子的关

系为

H̃(L) (t,p)

H̃(L) (t, 0)
=

E +mπ

2mπ
Fπ (q

2) · e−(E−mπ)t, (7)

H̃(L) (t,p)

p = 2π
L
n

q p

注意到，在  的定义式中，由于有限体积的影

响，动量只能定义在动量空间满足  的分立点上，

因此只能使用上式求得相应格点上动量对应的形状因子

数值。后续的计算中，我们还将使用到   与   的下述

关系：

p2 =
q4

4m2
π
− q2。 (8)

 

H̃(L) (t,p)3.2    动量空间下对于  的内插

Fπ (q
2) q

在 3.1节中，我们通过格点QCD的常规方法得到

了形状因子在动量空间分立点上的取值。而想要得到全

空间中的形状因子，在有限体积下的格点模拟中是不可

能的。因此我们需要通过合理的内插方法，将这些分立

的形状因子取值推广到整个动量空间上。在进行内插操

作时，需要注意到形状因子  仅与动量转移  的大
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小有关，因此在动量空间具有O(3)的旋转对称性。故

而要求在内插过程中需保持这一对称性，这对于可行的

内插方法提出了一定的限制。

文献 [22]讨论了四维欧式时空上格点算符的重整化，

文中在对格点上的格林函数进行计算时，提出了一种在

坐标空间下保持对称性的内插方法，以此来处理格点计

算中非零格距的问题。由于坐标空间与动量空间具有对

偶关系，我们猜测可以通过将类似的方法推广到动量空

间上，以此来降低格点计算中普遍存在的有限体积效应

的影响。同时，该方法在计算中保证了系统的旋转对称

性不被破坏，因此要优于直接的线性内插。该方法首先

将一维空间的线性内插推广至高维空间，以三维空间为

例的内插公式可以写作：

f (x, y, z) = a−3
1∑

i,j,k=0

∆1,i∆2,j∆3,kfn+iê1+jê2+kê3
,

(9)

a n =
(⌊

x
a

⌋
,
⌊
y

a

⌋
,
⌊

z
a

⌋) ⌊
x
a

⌋
x
a

⌊
y

a

⌋
,
⌊

z
a

⌋
∆µ,ν

a (nµ + 1− ν)− xµ µ=1, 2, 3 ν= i, j, k

其中   为格距，    (其中   为 floor

函数，表示不超过  的最大整数，  同理)， 

定义为  ，其中  ，  。

f(x, y, z)

在格点上，我们希望进行内插后得到的目标函数具

有三维空间中的O(3)对称性，那么接下来需要将线

性内插过程中破坏的O(3)对称性复原。故而，需要将

内插得到的函数   按照全部方位角积分并取平

均值：

f̂ (|x|) = 1

4π

w 2π

0
dϕ

w 1

−1
dcosθf (x, y z)。 (10)

Fπ (q
2)

我们将这一内插方法推广到动量空间中，对形状因

子  进行内插计算。首先，暂时不考虑O(3)对称

性，采用

H(L) (t,p) =
∑

x∈L3

H(L)
π (x) cos [p · x]。 (11)

F (L)
π (p)定义未归一化的形状因子  为

F (L)
π (p) = H̃(L) (t,p)

eEt

E +mπ
, (12)

Fπ (q
2) F (L)

π (p)

其中 t的选取有任意性，可以选择足够大的合适时间片

段。易知形状因子  与该定义中的  具有的

关系为

Fπ (q
2) =

F (L)
π (p)

F (L)
π (0)

。 (13)

F (L)
π (p) p随后我们对上式中的  进行内插，将  的取

值范围从分立点上推广到连续的动量空间。首先通过三

维空间的线性插值得到：

F̄π (p) =

(
2π
L

)−3 1∑
i,j,k=0

∆1,i∆2,j∆3,kF
(L)
π ×(

2π
L

(n+ iê1 + jê2 + kê3)

)
。 (14)

F (L)
π

[
2π
L
(n+ iê1 + jê2 + kê3)

]接 下 来 ， 我 们 对 其 进 行 平 滑 化 处 理 ， 并 将

 的表达式代入，得到：

F̄π (|p|) =
1

4π

w 2π

0
dϕ

w 1

−1
dcosθ

(
2π
L

)−3 1∑
i,j,k=0

∆1,i∆2,j∆3,k·

eEp,ijkt

eEp,ijkt +mπ

∑
x∈L3

H(L)
π (x)×

cos
{
2π
L

[⌊
p
2π
L

⌋
+
(
i, j, k

)]
· x

}
, (15)⌊

p

2π/L

⌋
+ (i, j, k)

(⌊
px
2π
L

⌋
+ i,

⌊
py
2π
L

⌋
+ j,

⌊
pz
2π
L

⌋
+ k

)
Ep,ijk

2π
L

[⌊
p
2π
L

⌋
+ (i, j, k)

]
其中，  是   

的缩略写法，   定义为动量空间里分立动量

 所对应的能量。
 

3.3    无穷体积极限下的权重函数

∑
x∈L3H(L) (x)ω(x,p)= F̂π (|p |) ω(x,p)

我们希望将对形状因子进行内插求解的结果以权重

函数的形式表示出来，并且观察其在无穷体积极限下的

行为。从 3.2节得到的表达式中，我们可以直接抽出满

足  的权重函数  ，

其形式为

ω (x,p)=
1

4π

(
2π
L

)−3w 2π

0
dϕ

w 1

−1
dcosθ

1∑
i,j,k=0

∆1,i∆2,j∆3,k·

eEp,ijkt

eEp,ijkt +mπ
cos

{
2π
L

[⌊
p
2π
L

⌋
+ (i, j, k)

]
· x

}
。

(16)

L → ∞ 2π
L
→ 0

eEp,ijkt

eEp,ijkt
+mπ

cos
{

2π
L

[⌊
p

2π/L

⌋
+
(
i, j, k

)]
·

x
}

⌊ · ⌋ p

2π/L

L
p

2π/L−
⌊

p
2π/L

⌋
p

2π/L
∼ O

(
1
L

)
(i, j, k)

O
(

1
L

)
eEpt

eEpt+mπ
cos(p · x)

我们对其在无穷体积极限下的行为进行讨论。当

 时，在动量空间的分立最小单位  。对于

上式中的核心部分 

 中，floor运算  对于数值的影响极小，因为 

为正比于   的无穷大量，因此 floor操作的系统偏差

 ，可以忽略。同理   的贡献

也在  量级。因此，该余弦函数在无穷体积近似下可以

直接写作  。另外由于线性内插的特性，有(
2π
L

)−3 1∑
i,j,k=0

∆1,i∆2,j∆3,k =

(
2π
L

)−3 1∑
i=0

∆1,i

1∑
j=0

∆2,j

1∑
k=0

∆3,k = 1。 (17)
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因此，有

ω (x,p)∼L→∞
1

4π

w 2π

0
dϕ

w 1

−1
dcosθ

eEpt

eEpt +mπ
cos (p · x) =

eEpt

eEpt +mπ
j0
(
|p| |x|

)
, (18)

ω (x,p) j0
(
|p ||x|

)因此在全空间连续极限下，上式给出的权重函数

 回归到经典连续系统下的积分因子  

的相同形式。 

4    求解形状因子的数值模拟
 

4.1    保持旋转对称性的内插法的数值模拟

本节通过数值模拟的方式来对上文中的计算结果进

行检验，并分析该内插方法的表现。在本节中，我们在

假定形状因子的表达式已知的前提下，通过本节给出的

内插公式计算生成全动量空间的形状因子数值，并与所

假设的表达式相比对。

我们假定形状因子有VMD(Vector Meson Domin-

ance)模型的形式，即

Fπ (q
2) =

−m2
v

q2 −m2
v

, (19)

mv

ρ mv

q2 p2 p2 = q4

4m2π
− q2

q2 p2

这里的  为矢量介子的质量，我们在数值模拟中采用

最轻的矢量介子  介子的质量，即取  =775 MeV。由

 与  之间的关系  ，我们可以将形状因

子由  的依赖关系改写为  的依赖关系：

Fπ(p
2) = Fπ

[
q2 (p2)

]
=

m2
v

m2
v − 2mπ

(
mπ −

√
p2 +m2

π

)。
(20)

a=1× 10−3

MeV−1 L=Na N

N=32, 48,

64, 96, 128 mπ=135MeV
fπ=130MeV 1=ℏc=0.197

eV · μm a ≈ 0.2 fm

∆p= 2π
L

∆p= 2π
64a

≈ 98.17MeV

在模拟中，我们采用的数值为格距  

 ，坐标空间的尺寸  ，  为每个空间维度

的 格 子 数 目 ， 我 们 模 拟 中 分 别 取 值  

 。用到的其他常数数值包括  ，

 。我们采用自然单位制，  

 ，因此  。时间维度上的格点数目固定

为 128。在动量空间，分立的动量之间的最小间隔为

 ，以N=64为例，  。

空间维度各个不同取值的格点数目所对应的参数如

表1所列。

1× 10−3MeV−1

π
a
≈ 3.1GeV

不同的格子数目N给出不同的动量空间最小间隔。

由于格距 a固定为  ，因此格距限制下的

最大动量大小为  。我们计算形状因子仅使

用动量范围0~1 000 MeV。

对于不同的格点空间尺寸L=Na，我们分别作出内

Fπ (|p|) |p|插得到的形状因子  关于动量  的图线，见图 1。

p > 2× 2π
L

p < 2π
L

从图 1中可以看出，一方面，随着格点空间体积的

增加，内插得到的形状因子函数图像与所预设的形状因

子动量依赖关系符合得更好。另一方面，在较大动量的

区域 (典型区域  )，内插的结果比较理想，而

在我们更感兴趣的较小动量区域 (典型区域  )，内

插结果呈现明显的线性特征，与在零点附近曲率较大

的VMD模型符合得一般。我们可以进一步作出内插得

到的形状因子的百分比相对误差 (Relative Error)曲线，

如图2所示。

从图 2中可看出，拟合的误差主要集中在小动量区

域，同时在N取不同取值时，相对误差随着格点体积

的增大而明显变小。图中相对误差的最大值以及出现最

大误差的动量取值列在下表中。同时由于不同的空间体

积下，动量空间具有不同的分辨率，因此我们也将出现

最大误差的动量位置与动量空间的分辨率在表 2中进行

比较。

O
(

1
L

)
表 2显示，最大误差位置往往出现于分立间隔的

0.6~0.8倍处，同时最大误差大体上随着体积 L的增加

而以  的趋势减小，基本与理论预期相符。需要注

意的是，在本节的数据模拟中尽管由于这些数值是在我
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图 1    (在线彩图)不同格点体积下内插得到的形状因子

的动量依赖关系

内插区域为 0~1 000 MeV的动量范围。最上面的曲线显示出我

们预设的VMD模型的形状因子曲线，下方五条曲线给出不同

体积下进行内插拟合得到的形状因子曲线，可见较大体积下拟

合结果与我们预设的模型更为接近。
 

 

表 1    不同格点数目对应的坐标空间尺度与动量分立间隔
 

N a/MeV−1格距 L/MeV−1坐标空间长度 /MeV动量分立间隔 

32 0.001 0.032 196.35

48 0.001 0.048 130.90

64 0.001 0.064 98.17

96 0.001 0.096 65.45

128 0.001 0.128 49.09
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q2

们假定形状因子具备VMD模型形式的前提下进行插值

模拟得到的，故而具有模型依赖关系，所计算得到的相

对误差的大小与位置未必具有普适性；但是，表中的最

大误差动量相对动量分立间隔的比值反映的是不同体积

下插值系统本身的特性随着系统体积变化的变化模式，

因此，该计算方法给出的误差对于任何实际的形状因子

表达式均应有类似表现。一方面，在较大动量区域，特

定动量附近对应的分立动量点变多，使得内插方法较容

易给出更接近精确值的数值结果；而从另一方面来看，

我们对于小动量区域，即   在零点附近时形状因子的

动量依赖关系更加感兴趣。因此，还需试图对这一插值

方法进行进一步探索。 

4.2    动量空间上特定方向的内插模拟

在 4.1中通过线性内插之后进行球壳平均的方法，

计算得到了形状因子的内插数值。在本节中，我们试图采

用其他插值方法进行内插，并与4.1节中的结果进行比较。

p= 2π
L
n

F̃π (p)

Fπ (q
2)

Fπ (q
2)=Fπ {−2mπ×

[E (|p|)−mπ]}

Fπ (q
2)

在我们的模型中，处于特定分立动量值上的点，即

 的点上的形状因子数值可以通过格点数据直接

计算出来。如果我们直接在三维动量空间采用插值算法，

那么可以得到定义在全动量空间上的形状因子函数

 。不过从形状因子的定义角度而言，物理的形状

因子   在动量空间中应该有O(3)的旋转对称性，

即其应该是动量大小的一维函数， 

 。在第 3节的模型中，我们的处理手段

是在三维空间进行插值处理后，对每个动量大小对应的

球壳上的形状因子取值作平均，从而得到仅与动量大小

相关的形状因子  。为了验证球壳平均的有效性，

我们在这里可以采用另一种处理手段，即选取某个特定

方向，以该方向上插值得到的形状因子数值作为对应动

量的结果。我们在这里选取了三个特殊方向：

(0, 0, 1)● 坐标轴方向，  ；

(1, 0, 1)/
√
2● 面对角线方向，  ；

(1, 1, 1)/
√
3● 体对角线方向，  。

1 :
√
2 :

√
3

我们选取的三个方向均经过动量空间中已有数据的

分立点，三个方向上与分立格点的交汇间隔之比为

 。与上一节中的球壳平均方法不同的是，

在已有数据的分立点上拟合出的数值应当与给出的确定

值相同，故而可以预期对于在特定方向上进行的内插拟

合来说，其误差将随着交汇间隔的增大而变大。我们同

样作出不同动量下相对误差数值的图像，图像中各个方

向上的相对误差-动量曲线与预计中的表现相同，如

图3所示。
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图 3    (在线彩图)沿特定方向内插时不同体积下的相对误差曲线

三个图分别给出沿着 (0, 0, 1)方向，(1, 0, 1)方向和 (1, 1, 1)方向进行内插得到的相对误差。
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图 2    (在线彩图)不同格点体积下内插的相对误差曲线

L=32× 0.2 fm
L=128× 0.2 fm

横坐标为动量，纵坐标为相对误差。对于最小的格点尺寸

 ，最大相对误差达到 1.7%，对于最大的格点尺

寸  ，最大相对误差仅有不到0.2%。
 

 

表 2    不同格点数目对应的最大相对误差及对应动量
 

N 最大相对误差/% /MeV对应动量 与动量分立间隔之比

32 1.7 120 0.6

48 1.0 80 0.6

64 0.7 70 0.7

96 0.3 50 0.8

128 0.2 40 0.8
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图中可见的图像节点为恰好已有数据的分立点，对

于不同方向而言，途经的相邻节点的间距有所不同。我

们可以通过上述计算结果来比较不同的内插方法的最大

误差。各方法的误差分别列在表3~5中。
 
 

表 3    以 (0, 0, 1)方向作内插时的相对误差
 

N 最大相对误差/% /MeV对应动量 

32 0.8 80

48 0.5 60

64 0.3 50

96 0.2 30

128 0.1 20
 
 
 

表 4    以 (1, 0, 1)方向作内插时的相对误差
 

N 最大相对误差/% /MeV对应动量 

32 1.6 110

48 0.9 80

64 0.6 60

96 0.3 40

128 0.2 30
 
 
 

表 5    以 (1, 1, 1)方向作内插时的相对误差
 

N 最大相对误差/% /MeV对应动量 

32 2.2 130

48 1.3 90

64 0.9 70

96 0.4 50

128 0.3 40
 
 

√
3

O
(

1
L

)

我们可以从表 3~5中看出，沿方向 (0, 0, 1)，即沿

格点排布方向进行内插时，相对误差要明显小于沿其他

两个方向 (即沿格点面对角线及体对角线)进行内插时

的误差。与我们在 4.1节中采用的球壳平均方案进行对

比，显然球壳平均的方案给出的相对误差介于本节中方

向 (0, 0, 1)与方向 (1, 1, 1)上给出的误差之间。从数值模

拟的算法来看，方向 (0,0,1)的相邻交汇点的距离最小 (

即 1倍的动量分立间隔)，而方向 (1, 1, 1)上相邻交汇点

距离最大 (即  倍的动量分立间隔)，故而不同的误差

表现即为符合预期的结果。考虑到系统具备的空间旋转

对称性，仅取特定方向进行内插或许难以给出合理解释；

而球壳平均方法在解决这个问题时，其他各个其他方向

上更大的拟合误差会给出对于平均误差的贡献。因此系

统误差的增加即可视作恢复系统的对称性时需要付出的

代价。大致上，随着格点体积L的增大，这部分系统误

差会以  的速度收敛。
 

4.3    对于傅立叶变换的连续化内插的探索

在连续无穷大空间中，强子函数与形状因子的关系

由式 (4)给出。与此同时，对于格点QCD来说，我们

需要将式 (4)中的连续傅立叶变换转化为离散傅立叶变

换 (DFT)，即

fπ
2
(E+mπ)Fπ (q

2) e−Et=H̃ {t,p)∝
∑
x∈L

cos (p·x)H (x)。

(21)

p = 2π
L
n

如前所述，对于离散傅立叶变化，上式计算的空间

动量需要位于分立点上，满足  关系。接下来我

们探索另外一种内插方式，使用推广的离散时间傅立叶

变换 (DTFT)代替离散傅立叶变换，应用在空间上离散

的强子函数上，将其变换为动量空间上连续的频谱。

在进行DTFT变换时，需要可数并且平方可积的

数据集。对于有限体积的格点系统中的强子函数来说，

我们可以将格点体积之外的数据取作 0来进行计算。由

于强子函数随着空间尺度增大而具有指数衰减的性质，

可以预期有限体积效应同样会随着体积增加而以指数形

式衰减。我们尝试采用下式计算形状因子：

Fπ (q
2) =

H̃ (t,p)

H̃ (t, 0)
× 2mπ

E +mπ
e(E−mπ)t, (22)

H̃ (t,p)∑
x∈Lcos(p · x)H (x)

t

t = 9a

其中   未归一化，为强子函数的傅立叶变换

 。可以注意到，上式左侧的形状

因子在时间  足够大时不依赖于时间。我们在后续的数

值计算中取  。另一方面，该方法受到有限体积效

应的影响，不能完全保持系统的旋转对称性，故而我们

需要选取特定方向，将动量的取值限定在某个维度上。

与前述计算类似，我们仍然选取以下三个方向：

(0, 0, 1)●坐标轴方向，  ；

(1, 0, 1)/
√
2●面对角线方向，  ；

(1, 1, 1)/
√
3●体对角线方向，  ；

拟合结果的相对误差曲线见图4。

从图 4中可以看出，该方法在小体积或者中等体积

的格点系统中表现较差，与前述的保持旋转对称性的内

插算法相比，相对误差明显更大。但是我们注意到，一

方面，这一算法的误差主要分布于较大动量的区域，另

一方面，在较大体积的格点系统中，该方法的表现显著

优于前述算法。这与我们的猜测相符，即误差随着格点

系统尺度的增大而指数衰减。考虑到图 4中，误差衰减

的指数行为不易观察，因此为了验证这一猜测，我们将

三个方向上的最大误差以对数坐标画出，如图5所示。

该方法相比前文提出的保持旋转对称性的内插算法，
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优点在于相对误差随格点系统尺度的增加的收敛速度更

快，不过其劣势也很明显：一方面，在系统体积较小、

误差较大的情况下，系统的旋转对称性无法保持；另一

方面，对于目前的算力来说，我们很难高效地完成较大

规模格点系统的快速计算。然而，使用这一算法得到的

数值模拟结果能够展示出内插结果的偏差对于系统尺度

的依赖关系，能够为格点计算中系统体积的合理选取提

供参考，同时其快速收敛的特性也为后续的研究提供了

有意义的方向。另外，随着硬件条件的进步以及未来可

预期的算力提升，在更大尺度的格点系综上的计算也会

使得基于这一思路的内插算法具备更高的应用价值。 

5    通过格点上的三点函数求解形状因子
 

5.1    数据来源

接下来，我们使用格点QCD计算中得到的原始数

24× 24× 24× 64

a=1.015GeV−1 π (141.2± 0.4)MeV

π ϕ†
W,π⟨

A4 (x) J4 (0)ϕ
†
W,π (−tπ)

⟩
tπ tπ=10× a π

据，从格点上的三点关联函数出发，进行形状因子的求

解和计算拟合。本节中使用的数据来源于文献 [20]中使

用的 24D组态。其格点数目为  ，格距

 ，   介子的质量为   。

在本节的计算中，我们使用了该系综下生成的 39个规

范场组态下，由wall-source的  介子生成算符  产生

的三点函数  的数值，这里时间

间隔  取值为  ，以保证基态  介子的贡献占

主导地位。

根据第 2节中的讨论，三点函数可以与强子函数

H(x)建立联系：

⟨0|Φ(x) J (0)ϕ†
W,π |0⟩=

emπt′

2mπ
H(L) (x)

⟨
π (0)

∣∣∣∣ϕ†
π(x′)

∣∣∣∣ 0⟩ ,

(23)

Φ A4 =

ūγ4γ5d J4 (0)

M (L)(t,p)

式中，场算符   取为轴矢量算符的第四分量  

 ，电磁流矢量算符同样取第四分量  。我们

使用的数据中包含 39个规范场组态，需要对其取平均

值。我们采用刀切法 (Jackknife)[23]来对数据的均值和

标准差给出无偏估计。另外，对于该实际格点系综而言，

考虑格距效应，我们需要使用带格距修正的表达式进行

形状因子的计算。我们使用文献 [20]中的式 (24)定义比

值  ：

M (L) (t,p) =
H̃(L) (t,p)

H̃(L) (t, 0)
Ẽ

Ê

m̂

m̃

2m̂

Ê + m̂
×

e(E−mπ)t ∼t→∞ Fπ (q̂
2) , (24)

H̃(L) (t,p)上式中，  为强子函数的离散傅立叶变换

H̃(L) (t,p) =
∑

−→x∈L3

H(L) (t,x) cos (x · p) , (25)

p = 2π
L
n其中动量处于分立点上，满足  。实际计算中，
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图 4    (在线彩图)采用傅立叶变换的连续化内插时，沿特定方向内插时不同体积下的相对误差曲线

64× 0.2 fm三个图分别给出沿着 (0, 0, 1)方向，(1, 0, 1)方向和 (1, 1, 1)方向进行内插得到的相对误差。可以看出，当格点系统达到  及更

大尺度时，系统相对误差曲线被迅速压低，在图中几乎与横轴重合。
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图 5    (在线彩图)最大相对误差关于格点系统尺度N的

依赖关系

0.2 fm
N × 0.2 fm

图中横轴为格点大小N，纵轴为最大相对误差，以对数坐标绘

图。可以看出，三个方向下的相对误差在对数坐标下均呈线性

关系，即相对误差在渐近行为上随着格点系统的体积增大而指

数衰减。图中采用的格距为   ，格点系统的总尺度为

 。
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M (L) (t,p)

Fπ (q̂
2)

p Fπ

我们对强子函数直接作快速傅立叶变换 (FFT)后取其

实部。上式中解得的  在时间 t足够大时便收

敛到该动量点上的形状因子值   。后续计算中为

了便于与第 4节中的数值模拟作比照，我们仍采用空间

动量  作为形状因子  的参量。 

5.2    形状因子的数值结果

H̃(L) (t,p)

首先我们作出未归一化的强子函数的傅立叶变换

 ，前几个较小动量处的取值如图6所示。

M (L) (t,p)

M (L) (t,p)

M (L) (t,p)

对于这几个动量较小的分立点，我们计算出各个时

间片上  的取值，并使用前述方法进行内插计

算。考虑到系统的立方群对称性，我们对群轨道上的所

有   的数值进行平均后，将前 12个分立动量

上的  在图7中给出。

M (L) (t,p)

由图 7可见，前面几个动量较小的子图中可以较为

清晰地找到  的平台区域，进而给出形状因子

M (L) (t,p)的取值；而后面几个动量较大的图中  的行为

更加异常，对形状因子取值估计的偏差也会迅速增大。
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H̃(L) (t,p)图 6    (在线彩图)几个小动量点上的 

H̃(L) (t,p)

t ⩽ 31

横轴为时间片，取值从 0到 63，可以看出，   在

 部分随着 t的增加呈指数衰减的关系，衰减系数代表相

应的等效质量，在动量与能量越大的位置衰减得越快。
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M(L) (t,p)图 7    (在线彩图)前12个动量点上经过立方群平均的 

MeV−1 M(L) (t,p)

|pi| < 2× 2π
L
, ∀i = 1, 2, 3

M(L) (t,p) χ2

横坐标为不同的时间片，单位为  ，图中仅画出前 22个时间片，后面的部分受噪声影响严重而未画在图中。纵坐标为 

的无量纲值，其平台区域对应该动量点处的形状因子。前 9个子图提供了动量分立点在   的立方点阵内的

 ，图中红色的水平条带为对于平台区域的  拟合结果及标准差。后3个子图未作拟合。
 

  · 144 · 原  子  核  物  理  评  论 第 38 卷  



χ2

252 MeV 0 ⩽ |p| ⩽
500MeV

我们采用   的拟合方法求得了前面 9个小动量对应的

形状因子拟合值及其对应的标准差，如图中水平的红色

线段所示。在该格点系综中，动量的分立间隔约为

 ，我们进行拟合的动量范围取在  

 ，因此任一空间方向上仅需要不超过 2倍动量

分立间隔处的数据。

我们使用前 9个小动量进行形状因子的数值拟合，

拟合得到的结果如图 8所示 (注意内插拟合的范围为球

对称的全部空间，故需要用到更大动量处的分立数据点)。
 
 

1.00

0

0.95

100

0.90

200

0.85

300

0.80

400

0.75

500

0.70

600

0.65

700

0.60

800

0.55

900
0.50

Momentum/MeV

F
o
rm

 f
a
c
to

r

图 8    (在线彩图)形状因子的取值在动量 0~500 MeV范

围的拟合结果。

图中红色的条带为通过刀切法计算得到的拟合的标准差，另有

9个带 errorbar的蓝色散点，为前 9个小的分立动量处计算得到

的形状因子均值和标准差，用于与拟合结果进行比对。图中的

拟合曲线在拟合过程中，使用了全部 9个较小的分立动量处形

状因子的值，即从 (0, 0, 1)到 (2, 2, 2),包括立方群下O(3)旋转

等价的点。
 

 

从图 8中可以看出，最小的动量点 (即 (0, 0, 1)位置

及其在立方群群轨道上的等价点)所给出的形状因子与

拟合的结果偏离较大，而其余动量点上的形状因子与拟

合结果较为吻合，这与我们在第 4节中数值模拟部分给

出的结论一致。由于我们采用的格点体积相对较小，因

此该部分的偏离在结果中体现得较为明显，而随着计算

使用的格点体积的增大，该偏差将被按比例压低。因此，

上述方法可以自然地推广到体积更大的格点系综中，并

且在有限体积导致的动量空间分立化的情况下给出合理

的平滑化拟合结果。 

6    结论

π
π

本文主要讨论了在计算强子的形状因子的过程中，

有限体积效应对所得结果的影响。以  介子为例，从格

点QCD中计算得到的三点函数出发，可以得到  介子

对应的强子函数，进而计算出动量空间中的形状因子，

而有限体积效应使得我们只能得到分立动量上的值。本

文给出的算法可以在强子函数的基础上计算得到全动量

空间上的形状因子，并且在假设形状因子具有VMD模

型的前提下，给出了其拟合结果。进一步，我们使用格

点系综上的实测数据，通过前文分析的内插算法得到了

形状因子在动量空间的连续化取值，从而证实了文中提

出方法的可靠性和可操作性。上述方法可以推广到任意

有限体积的格点系统中，并且可以用于不同强子的形状

因子计算。同时，本文初步探索了另一种对傅立叶变换

进行连续化的內插方法，并展示了该方法的拟合误差随

着格点尺度增加而指数衰减的依赖关系。该方法在系统

尺度较小时表现差于第一种内插算法，然而随着系统尺

度增加，误差衰减的速度会远远快于前一种算法，因此

在格点体积足够大时，该方法有着更广阔的应用潜力和

研究意义。一方面，上述两种方法给出的计算结果在一

定程度上提供了强子形状因子的更多信息，有助于人们

加深对于强子内部结构的理解；另一方面，也给出了其

内插结果相对于真实结果的偏差与系统体积的依赖关系，

有助于格点计算中体系尺度的合理选取，也为内插算法

的进一步探索提供了有潜力的方向。
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Lattice QCD Calculation of the Form Factor by
Interpolation within Finite Volume

ZHANG Wenhao1)

(Physics Department, Peking University, Beijing 100871, China)

Abstract:  This paper discusses the finite-volume effect in calculating hadron form factors using lattice QCD frame-
work.  Taking Pion as  the example,  we introduce the method of  extracting hadron form factors  from three-point
correlation functions computed in lattice QCD, but only at separated points in the momentum space because of the
finite-volume  effect.  This  paper  gives  one  interpolation  algorithm  which  respects  rotation  symmetry  and  also
provides a sketch of another interpolation method which applies the continuous Fourier transform, both methods
continuously giving form factor results on the momentum space based on the discrete values. These algorithms are
examined under numerical models and realistic lattice systems. The results given by the interpolation are independ-
ent of specific systems and can be easily generalized to a variety of lattice systems. Our conclusion also provides
valuable information which could help determining the proper size of lattice systems.
Key words:  lattice QCD; form factor; interpolation; finite volume effect
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