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拓展的Skyrme模型中的Skyrmion与其量子化
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摘要:考察了包含手征流非对易项的拓展Skyrme模型。在推导出相应Skyrme模型运动方程的基

础上对模型中的球对称Skyrmion孤子进行了数值模拟。对模型进行零模(Zero灢mode)量子化之后,
计算核子的若干静态性质,并讨论了拓展Skyrme模型中手征流非对易项与 QCD之间的联系。
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1暋引言

20世纪60年代初,Skyrme提出非线性介子场

论模型[1],即以Skyrme模型描述毿N强相互作用。
他做出的一个大胆尝试是把包含核子的重子作为该

介子场理论的拓扑孤立子来处理,类似于非线性氁
模型中的拓扑孤立子,而重子数则相应于孤立子的

绕数。按照大 Nc 量子色动力学(QCD),强相互作

用在低能区可近似为一个介子的非线性场理论。

Skyrme模型可视为氁模型的一种非线性实现,其

中的拓扑孤立子解则恰好给出了 QCD中重子的各

种低能激发态的量子数。今天,Skyrme模型已被

认为是描述 QCD 低能行为的一种有效理论[2-3],
并发现容许稳定的扭结拓扑孤立子存在,而后者对

理解量子场论的非微扰性质是十分重要的。此模型

已广泛应用于核物理、粒子物理、凝聚态物理(如超

导[4-5]等)、天体物理等许多物理领域[6-11]。然而,
Skyrme相互作用还不是真正的核子相互作用,而

是一种参数化的唯象相互作用,有其局限性。由于

对两核子系统孤子场的描述简单地采用了乘积假

设,Skyrme模型没有给出核子之间的中程吸引,
而该中程吸引是两核子系统形成束缚态的关键。所

以人们不断尝试通过拓展拉氏量对Skyrme模型进

行改进[12-16]。本文讨论在经典的Skyrme拉氏量中

引进流反对易项的拓展Skyrme模型,推导出拓展

的Skyrme模型的运动方程并用数值方法进行了模

拟;采用 Zero灢mode量子化方法[17-18]进行分析推

导,并通过计算核子的一些静态性质[19]考察了流反

对易项对经典Skyrme模型的修正。在论文最后,
也讨论了此模型中流反对易项的 QCD起源以及该

项的正负号与 Skyrmion孤子的稳定性之间的联

系[20-21]。

2暋拓展Skyrme模型中的Skymion

从拓展的二味Skyrme模型的拉格朗日密度出

发:
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这里L毺=U灥毺U昄 是手征流,其中U 是SU ( )2 手征

场,满足幺正条件。[A,B]暲 =AB暲BA 代表矩阵

A和B的对易子及反对易子。f毿 为毿介子衰变常

数,毰和毷 为无量纲耦合参数。按照对对称 Skyr灢
mion的标准处理,采用标量 F 和三维单位矢量

n(n·n=1)将Skyrme场函数U 参数化:
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这里氁是泡利矩阵,F(x,t)和n分别代表标量手

征角和手征角的定向场。做如下球对称假设:n=
暲r/r,F=F(r)。为使 ( )U r 的绕数为1(即重子数

=1),F(r)必须满足如下边界条件:

F(0)=毿,F(曓)=0。 (3)

暋暋现在考察Skyrme模型的静态解。将式(2)代入

式(1)得到:
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其哈密顿量是
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其中Fr为F 的一阶导数。做变换r= 8毰x/f毿,得

到无量纲化后的哈密顿量:
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其中 K= -毷2/毰2,而且上式中统一提出了系数

f4
毿/16毰2。变分式(6)得到运动微分方程如下:
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同时,具体写出能量表达式,结果为
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运动方程式(7)为高度非线性的微分方程,只在特

殊情况才能求出其解析解或近似解析解[12-14]。这

里,利用数值松弛方法求其满足 边 界 条 件 的 解

F(x)。数值模拟发现,与反对易项相关的参数 K
影响方程的稳定性,在K曑0时方程稳定,即拉格

朗日量中的手征流反对易项要求为负值,这与文献

[15]的结果一致。不同的K 值所对应的手征角函数

F(x)的图像如图1所示,能量密度图像见图2。

图1 手征角函数F(x)与x的关系

图2 能量密度e与x 的关系

x=f毿r/(8毰),能量密度e单位为E/(2毿8毰f毿)。

3暋零模量子化

为讨论运动孤立子的量子态,我们考虑静态孤

立子式(2)的整体转动模(即Zero灢mode)的量子化,
就要求考虑 ( )U r 在同位旋空间的SU(2)转动。首

先,无量纲化后的拉格朗日量为

L=-1
2TrL2[ ]i - 1

16TrLi,L[ ]j
2-
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2
+,暋暋暋 (9)

令U(r,t)=A(t)U0A昄(t),其中,A(t)为任一

SU ( )2 矩阵。参考文献[17],将有:
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),R 代表式(10)中的i或
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互换),R毺=灥RUU昄。据文献[18],在球坐标系中积

分,得到:
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记I0=88毰3毿/(3f毿),则:
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将式(10)的哈密尔顿量用ak和它的广义正则动量

的不对易式量子化[12],并将I=J=1/2和3/2对应

于核子态 N和D共振态,则相应能量分别为

MN =M+ 3
8I0毇

,暋 M曶 =M+ 15
8I0毇

。 (14)

其中,M 即式(8)中的能量E。给定K,式(14)容许

用MN和 M殼 的实验值确定f毿 和毰。同位旋的电半

径平方的平均值和磁半径平方的平均值[19]定义为
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质子和中子的磁矩由下式给出:

毺p,n=毺I=0
p,n +毺I=1
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暣r2暤I=0

9 暳暋暋暋暋暋暋暋

MN(M曶 -MN)暲 MN

2(M曶 -MN)
。 (16)

我们取不同K 值对低能重子的一些其他内禀性质

做了 计 算,其 中 MN =938.9 MeV,M曶 =1232

MeV。从而得到数值结果如表1所列。

由图1可知,当K 的绝对值增大时,手征角函

数F(x)降低更慢更平缓,说明核子中心到核子外

部手征对称性破缺更慢。结合图2和表1可看出,

当K 的绝对值增大时,核子的电荷分布半径减小而

核子能量分布半径增大,说明核子中的3个夸克趋

向于聚集(按组分夸克模型观点来说),而核子内的

胶子分布略有膨胀。

表1暋 参数K取不同值时核子静态性质的变化

K E/(2 8毰f毿) 2f毿/MeV 毇 暣r2暤1/2I=0/fm 暣r2暤1/2M,I=0/fm 毺p 毺n 毺p/毺n

0.0 36.49071 129.15534 50.55698 0.59477 0.92284 1.87898 -1.32436 1.41877

-0.2 38.48097 134.87796 60.13062 0.57732 0.91361 1.86294 -1.34039 1.38984

-2.0 52.95133 172.23080 159.87292 0.48902 0.81554 1.78913 -1.41420 1.26511

-3.0 58.94553 187.37203 223.94979 0.46210 0.78032 1.76906 -1.43428 1.23341

实验值 - 186 - 0.72 0.81 2.79 -1.91 1.46

4暋Skyrme模型中流反对易项与QCD
的联系

从无源情形下联系真空幅 QCD 生成泛函ZQCD

开始[20]:

ZQCD =曇[dA毺][dqd焻q][dcd焵c]暳暋暋暋暋

exp[SQCD +SFP+SGF], (17)

其中:SQCD是联系 QCD拉氏量的作用量;SFP是涉

及鬼场c和焵c的Faddeev灢Popov作用量;SGF是规范

固定项。虽然式(17)包含了所有的真空性质,但它

是极复杂的。然而,由格点 QCD和 QCD求和规则

得知,QCD 的长波分支由标量夸克和胶子凝聚

暣焻qq暤,暣GG暤等所描述。因此,可以合理地将式(17)

中要积分的场组态分为由低能真空结构刻画的某些
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类。为了便于描述,这里只考虑集体的介子场,赋

予胶子以被动的角色并忽略较重的胶球激发。人们

清楚,此种近似将禁闭和渐进自由细节忽略而突出

了 QCD的手征对称性,而前两个也是 QCD3个最

重要的特性之中的两个,因此这里的分析是 QCD
较粗 糙 的 近 似。但 我 们 期 望 这 将 有 助 于 理 解

Skyrme模型或手征微扰论的 QCD起源。通过引进

单位因子,可以把式(17)写为

ZQCD =曇d[QCD]d毺U[d氁d氁昄]毮(氁-氁昄)暳

毮(焻qRqL -U昄氁)毮(焻qLqR -氁昄U)暳
exp[SQCD +SFP+SGF],

将附属场组态限制在经典的真空期望场,积分掉夸

克和胶子场,并转到欧氏空间之后得到:

ZQCD ~曇d[U]d[U昄]exp{NCTrln[灥飋E +(m+

煀SU昄
5)]}exp曇d4x[2Tr(S焵氁)-VG(焵氁{ })] ,(18)

并考虑:

exp(iS1+S2)=exp{NCTrln[灥飋E +暋 暋暋

暋暋(m+煀SU昄
5)]}, (19)

该式实部相角部分S2,这里U昄
5=exp(i毤a毸a毭5),虚

部相角部分iS1 恰好给出非定域的 Wess灢Zumino
项[21。首先将式(19)中的S2 写为以下形式:

S2=1
2NCTrln{[灥飋E +(m+煀SU昄

5)]暳

暋[-灥飋E +(m+煀SU昄
5)]}

=1
2NCTrln(-灥2

E +M2)+

暋 1
2NCTrln{1+(-灥2

E +M2)-1暳

暋[m煀S(U昄
5+U昄

5)-煀S灥飋EU昄
5]}, (20)

其中:第一项代表对有效势的自由真空贡献;第二

项中,m煀S(U5+U昄
5)对应的相展开给出Skyrme模

型的质量项,这里都略去。利用U 场的绝热梯度展

开并忽略其中为零的奇数项,可以得到S2的其余部

分为

S2L =1
2NCTrln[1-(-灥2+M2)煀S灥飋U昄

5]暋暋暋

=1
4NCTr{[(-灥2+M2)-1灥飋SU昄

5]2}-

1
8NCTr{[(-灥2+M2)-1灥飋煀SU昄

5]4}+…, (21)

保留到梯度场展开的四阶项为止,热核展开计算可

以得出:
式(21)右边第一项

曍-NC曇d4xTr灥毺U昄灥毺[ ]U +暋暋暋暋

NC曇d4xTr (灥2U)(灥2U昄[ ]) , (22)

暋暋式(21)右边第二项

曍NC曇d4x 1
2Tr L毺,L[ ]毻

2-TrL2
毺L2[ ]{ }毻 。

(23)

从式(22)和(23)可以看到,保留到四阶梯度展开的

QCD有效拉氏量包含了Skyrme模型(1),其中式

(23)右边最后一项与Skyrme模型(1)中的流反对

易项相对应:

-曇d4xTrL2
毺L2[ ]毻 =-1

4曇d4xTrL毺,L[ ]毻
2
+。

(24)

这也证实了我们关于K<0的模拟结果和文献[15]
的分析,即要使该模型存在稳定 Skyrmion孤子,
模型中流反对易项的系数必须为负。同时,式(22)
和(23)中的颜色数依赖性表明,Skyrme模型是大

NC灢QCD领域内的领头阶近似。Skyrmion孤子可

以量子化为费米子或玻色子,本文用的就是费米子

型的半经典集体量子化;量子化之后的孤子分别对

应核子的基态和D共振态。

5暋结论与展望

本文推导了重子荷=1时的含手征流反对易项

的拓展Skyrme模型的剖面函数方程,通过数值模

拟剖面函数方程得到了手征流反对易项因子对

Skyrmion孤子的剖面函数及其稳定性的影响。对

模型进行零模量子化之后计算了核子的若干静态性

质,并讨论了拓展Skyrme模型中手征流非对易项

与 QCD 之间的联系。由以上分析可以得出,在

Skyrme模型中引进手征流反对易项后,对核子的

静态性质产生一定的修正。这里只是考察了 K=
-毷2/毰2为自由的负数的情形,并没有考虑式(23)的
推导对 K 的约束:即便计及一圈软Pion修正,该
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约束不应有较大的改变。我们将另文讨论这种约束

下的手征流非对易项对Skyrmion剖面函数和核子

性质,以及核子之间力的修正。期望这里的工作为

重子结构的手征孤子模型描述的有效性和对拓展

Skyrme模型的参数变异行为研究提供参考依据。

致谢暋作者之一(贾多杰)感谢他访问清华大学高能

物理研究中心时和王青教授的有益讨论。
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SkyrmioninExtendedSkyrmeModelandItsQuantization
ZHANGJin灢hu1,2,JIADuo灢jie1,2,WANGXiao灢wei1,2,LUYi灢ping1,2

(1.CollegeofPhysicsandElectronicEngineering,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China;

2.KeyLaboratoryofAtomicMolecularPhycics&FunctionalMaterialsofGansuProvince,Lanzhou730070,China)

Abstract:ThispaperconsiderstheextendedSkyrmemodelwiththeanti灢commutatorofthechiralcur灢
rent.BydeducingtheequationsofmotionofextendedSkyrmemodel,thesphericallysymmetricSkyrmion
wasnumericallysimulated.AftertheZero灢modequantizationofthe model,thestaticpropertiesof
nucleonswerecalculatedandtheconnectionoftheanti灢commutatorofthechiralcurrentwithQCDwas
discussed.
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